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i Ⅲ t h i s m e t h o d .

1 は じめに

有 限 要素解析に お けるメ ッ シ ュ に つ い て
,
メ モ リ 等限 り

あ る コ ン ピ ュ
ー

タ 資源 の 有効利用や
,
よ り精度 の 高 い 計算

を行 うた め
.

一

様 に 細か く 要素分割 を 行う の で は なく,
与

え られ た 問題 に 適合させ る よ うなメ ッ シ ュ の 作成, 例 え ば

物理 量の 変化が激 しい 部分 に節点を集中させ る ようなア ダ

プ テ ィ ブ 有限要素法 の 研究が盛 ん に行 わ れて い る. しか し
,

物理 量 分布 の 予 測に よ る もの や, 領域 の 形状 に の み 適合 し

た メ ッ シ ュ 分割な ど
,
解析者 の 経験に 左 右された り

,
必 ず し

も問題 に適合 しない 方法が 主 に扱わ れ て い る . 本研究で は
,

有限要素解 の 事後誤差評価の 研究[7] を ふ ま え
,
P o i s s o n 方

程式に つ い て V e rfii rt h が 示 した指標[1] を用い る こ と に よ

り事後誤 差評価 に よ るア ダプ テ ィ ブ 有限要素メ ッ シ ュ の 自

動作成, 及び メ ッ シ ュ を作成す る 際に 用 い た い く つ か の 要

素 分割法 の 評価 を行 っ た .

2 モ デル 問題

o を R
2
の 連結有界多角形領域 と し

,
そ の 境界 をr とす

る. 0 の 開部分集合LJ と そ の 境界7 : - ∂L J に つ い て 通 常 の

L e b e s g u e 空軌 S o b o le v 空間 L 2
(L J) ,

L
2

( 7) , H
l

(L J) を 定義

し
,

ノ ル ム をそ れぞ れII ･Il o
,
2 ;L J ,‖ ･lLo

,
2 ; ↑ ,=

･

Ill
,
2
;
山 と す る I

'
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本研究 で は
,
fl に おけ る D i ri c h l e しN e u m a n n 混合型境界

条件を持 つ P ois s o n 方程式 を考 え る.

i一l i
ー
! .

o n r 上) .

o n r N .

た だ し
,
r - I

I

D U r N ,
r D n r N - 0 で あり

,
r D はr に対

して 閉 で
,
正 の 長さを持 つ と す る . こ こ で

, f ∈ L
2

( o ) , 9 ∈

L
2
( r N ) を仮定す る.

空間 X を次 の よう に 定義す る.

x : - ( v ∈ H
l

( o)(v - o o n r D)

こ こ で 問題( E) に 対す る弱形式 は次 の 様 に 書 け る ･

( Ⅲ)

た だ し
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Fi n d ･

u , ∈ X s u c h t h a t .

a(. u
,
u) - < F

,

′

t, >
∀

,

u ∈ X .

a ( u
,
v) = /n

∇ u
･ ∇･u d x

.

･ F
,
v , - /n

f v d L
,

+/r )v

g
′

U d s ･

( Ⅲ) は
一

意解 を持 つ
･



3 有限 要素法

T h(h > 0) を 0 の 三 角形分割 と す る . こ こ で T h の 要素

Ti は 閉三 角形 で あ り
,
そ の 数 を N T と す る . 分割 は 次の 1)

か ら 3) の 条件 を 満 た す.

N T

1) 自 は 自 エ リT i と 分割され る ･

i = 1

2) 要素 の 内点集合 は i n t T i n i n t T j
- ¢(i ≠j) を満

た して い る .

3) Ti n T j (i ≠3
'

) は 空集合 か
,
共通の 1 頂点か

,
共 通 の 1

辺 で あ る .

以下 ,
三 角形分割 の 族 T h は 正 則 と 仮定す る , 即 ち, 佳意の

要素 T ∈ T h の 任意 の 角 0 に 対 し
,
0 ≧ 0. > 0 を満 た す定

数 β｡ が 存在す る .

問題(Ⅲ) に つ い て,
三 角形

一

次 要 素 を用 い る 有限要素近

似 を 行う, 上 記 の 定義 を 前 提 と し, 次 の 有限要素空間 を定

義す る.

X
h

: - ( v h ∈ C (良)I v hI T ∈ P l( T)
∀
T ∈ T h ,

v h - O o n r D )

こ の とき
, (Ⅲ) に 対す る近似問題 は 次 の よ うに 表され る .

(ri b)〈
Fi n d u h ∈ X h S u c h t h a t

a( u h , V h) - < F , v h >
∀

v h ∈ X h ,

近 似 問 題 (Ⅲh) の 解 は 存在 し
,

一

意 で あ る(【8】等) ･

4 誤 差の 指標

近 似問題( Ⅲh) の 有限 要 素解 u h の 事後誤 差評価 を得 るた

め に は
, 有限要素解 の 他,

与 え ら れ た デ ー タ( メ ッ シ ュ デ ー

タ や 境界条件等) よ り 計算さ れ る正 確 な 誤 差の 指標 が 必 要

で あ る .

4 . 1 記号の 定義

T ∈ T h に 対 して , E を T の 1 つ の 辺 とす る ･ l T[ , h T , h E

を そ れ ぞ れ T の 面 積,
T の 最長 辺 の 長 さ, E の 長さと す る.

ま た
,

n E を E と 直交す る 単位 ベ ク ト ル と し
,
辺 E を横切

る値 の 差

[p] E : -

t * .
や( I + t n E ) -

t王忠 p( I
- t n E )

∀
x ∈ E
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を定義す る . 各要素 T ∈ T h に対 して
,
そ の 要素の 辺 の 集

合 を f( T) と し
,
三 角形分割 T h の 辺 全体 の 集合

f h ‥- U f( T)
T ∈7Th

を定義す る . また
,
f h を次 の よ うに 分割する .

f h - f h
,
ロ リf h

,
D U f h

,
N

た だ し
C h

,
D : - ( E ∈ C hl E ⊂ r D )

f h
,
N : - ( E ∈ f hl E ⊂ r N )

すなわ ち
,
f h

,
D ,

f h
,
N はそ れ ぞれ D i ri ch l et 境界,

N e u m an n

境 界上 の 辺 の 集合で ある.

さ ら に, T ∈ T h と 辺 を 共 有す る 三 角形 要 素全体 の 領域

LJ T を次の ように 定義する .

u T ‥
エ リ T

'

E( T) n f( T '

)≠¢

Fi g ･4 . 1 u T

4 . 2 残差事後誤差指標

問題( E) の 条件 の 元 で
, 次 の 2 つ の 評価 が 成り 立 つ

･

P r o p o s it io n 4 . 1 .

u
,

u h を それ ぞ れ(rI) ,(ri b) の 解と する と き
, 任意の w ∈

X に つ い て 次の 評価が 成立 す る . た だ し
, C o は 0 と r D

に の み 依存す る正 定数 で あ る .

s u p ( < F
,

w > -

a( u h ,
W ))

w ∈X
,fl u )l l

,
2 ;∩

- 1

≦ll u
-

u hlfl
,
2 ; n

≦( 1 + C昌) s u p ( < F
, w >

-

a( u h ,
W ))

w ∈X
,H w " 1 , 2 ; n

- 1

P r o of . ) u ∈ X
,
u h ∈ X h を そ れ ぞ れ (Ⅲ) ,(r i b) の 解 とす

る と, 次式が 成 り立 つ ,

∇( u
- u h) ･ ∇ w d 3: - < F

,
w >

-

a( u h ,
W )

∀
w ∈ x .
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こ こ で
, S ch w a r z の 不 等式 よ り

∇v
, ∇ w d x <

_ H ∇v[lo
,
2 ;0

･ll∇ wIIo
,
2 ; 0

≦‖州1
,
2 ; 0

･ll wlt l
,
2 ; 0

で あ る か ら
,

w 6 X
,.,

S

wIF ,2 ; n
= 1/0

∇v
. ∇w d x ≦ll v‖1

, 印

が 成 り立 つ
.

一 方 P oi n c a r 6 - F ri e d ri ch の 不 等式 よ り

tl vllf
,
2
;
0 ≦‖vL[Z

,
2 ; 0 + " ∇vil o

,
2 ;f2

≦( 1 + C&)Il ∇v[lo
, 紳

- ( 1 ･ C&)/o

∇v ･ ∇v d x

で あ り
,

こ こ で w = - ｣ ｣ - と 取 ると

= vlrl
,
2 ; n

‖vII l
,
2 ; 0 ≦( 1 . C&)/o

∇v
･ ∇ w d x

を得 る, v ∈ X よ り w ∈ X
, H wlll

,
2 ; n

- 1 な の で

･ vI[ 1
,
2

･

,
0 ≦( 1 I Ca)

w ｡ x
,..

s

wlだ.
2; n = 1/0

∇v
I ∇w d x

が成 り立 つ . ⊂コ

P r o p o sit io n 4 . 2 .

u h を(Ⅲh) の 解 とす る と き
, 任意 の w ∈ X に つ い て 次

の 評価 が 成立 す る . た だ し
,
C l は T h の 最 小 角 の 大き さ の

み に依存す る 正 定数 で ある .

< F
,

w >
-

a ( u h ,
W ) ≦ C lll wLl l

,
2 ; 0〈去 伽l'Z

･
2 ; T

+ ∑ h EIl9
- n E

･ ∇ u h[[Z
,
2
;
E

E ∈f h , N

･

E ES
,
N

h E.･[ n E
･ ∇ u h] E･･Z

,
2 ; E)

1′2

P r o p o siti o n 4 . 1 , 4 . 2 よ り次 の 評価 を得 る ･

ll u -

u hIIl
,
2 ; 0 ≦ C 2(

T;T ^

hi.,I..Z
･
2 ; T

+ ∑ h E[l9 - n E
･ ∇ u hfl呂

,
2 ; E

E ∈E h
,
N

･

E E;
,
N

h E･.[ n E
･ ∇ u h, E,･Z

,
2 ; E)

1 ′2

(4 ･ 1)

た だ し
, C 2

- C l( 1 + C昌) .

V e rftirt h は
, 近似問題(Ⅲh) に対す る誤 差 の 指標 と して

,

個々 の 要素 T ∈ T h に 対 して残差事後誤 差指標 りR
,
T を次

の よう に定義 した【叶

(
1

h叩R
,
T : = 引If T[IZ

,
2 ･

,
T

+妄 ∑ h EIJ[n E
. ∇ u h] El侶

,
2 ; E

E ∈C( T) n t h
,
f }

･

E ｡ f(; n t h
,
N

h E., g E
- n E

･ ∇u h.13
7
2 ; E)

1′2

た だ し

J T : - 古/T

f d x
, g g ‥ - 左上9 d s

こ の 他 T は有限要素解 u h ,
メ ッ シ ュ デ

ー タ と問題 岬) に

お い て 与 え られ た デ ー タf , 9 に よ っ て 各要素 ごと に計算

す る こ と がで き る･
こ こ で, q R

,
T の 第 1 項 は 三角形要素 丁

自身 に固有の 値 で あ り, 第 2 項は 隣 り合う要素か らの 寄与,

第 3 項は N e u m a n n 境 界条件か らの 寄与 で あ る.

q R
,
T を用い て

, ( 4 ･ 1) 式 は次 の( 4 ･2) 式の ように 表すこ と

が でき る . (4 . 2) 式 よ り, 有限要素解 u h の H
l

- ) ル ム 誤 差

は TI R
,
T に よ っ て お さ え られ る こ と が わ か る.

〈主税TII u
-

u hlll
,
2
;
n ≦ C 2

ヽ T ∈T h

+ ∑ 埠‖f -

J T=岩
,
2 ; T

T ∈ T h

+ ∑ h EIIg
-

g Ell呂
,
2 ; E

E ∈C t t
.
N

( 4 ･2) 式 を含 め, 77 R
,
T の 誤 差 の 指標 と して の 正 当性 は, 吹

の 定理 で保証され る .

T h e o r e m 4 . 3 . ( V e r fa r t h[1】)

口 u , u h を それ ぞ れ (Ⅲ) ,( Ⅲh) の 解 とす る とき, 全 て の T ∈

T h に つ い て, 次 の 評価 が 成立 す る. た だ し, C , Q は T h の

最′ト角の 大きさの み に 依存す る正 定数 で ある.

Il u
-

u hI] 1
,
2 ;∩ ≦ e(

TST h

撮r

+ ∑ 埠‖f
-

J T‖岩
,
, ; T

T ∈
′

れ.

+ ∑ h Ell 9
-

9 E 略2 ; E

E ∈f h
.
N

1 / 2
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77 R
,
T ≦ Q " u

-

u h 略2 ; u T

+ ∑ 埠′llf - f T ,‖岩
,
,
;
T I

T /

⊂ w T

･

E ∈E(; n t h
,
N

h E.l9 - I.g
･
2 ; E〉

1 ′2

｡

R e m a r k 4 . 4 .

有限要素法 で 用 い られ る 三 角形分割 に つ い て
, 極端 に 角

度 の 大き い 角を持 つ 鈍角 三 角形要素や, 極端 に 短 い 辺 を持

つ 鋭角三 角形要素が 存在す る こ と は 好ま れな い
. こ の よ う

な三 角形要素 が 存在す る 目 安 の 1 つ と して
,
三 角形分割 に

お け る最小 角 の 大き さ に 注目 す る こ と が で き る . T h e o r e m

4 ,3 で は
, 最 小 角 の 大きさ の み に 依存す る 定数 を 用 い て 誤

差 の 指標 が 上 下 か ら押 え られ て い る. □

5 有 限要 素メ ッ シ ュ の作 成

5 . 1 事後誤差 評価

あ る 三 角形分割 T h にお け る(Ⅲh) の 近似解 u h を得 た と

き, 多 く の 問題 で は厳密解 を 解析的 に 求め る こ と は難 し い

の で
, 近 似解 u h の 誤 差 を 直接計算する こ と は で きな い

. そ

こ で T h e o r e m 4 . 3 をふ ま え, 77 R T を各要素 に つ い て 計算す

る こ と に よ っ て 近 似解 の H
l

- ノ ル ム 誤 差を 見積 も る こ と を

考 え る .

一

般 に有 限 要 素法 で は メ ッ シ ュ を 細か くす る ほ ど

近似解 が 厳密解 に 近 づ く こ と が保 証 され て い る . そ こ で
,

17 R T の 大き い 要素 が 近 似解 の H l
- / ル ム 誤 差が 大き い 要素

で あ る と 見 当 を つ け, そ の 要素付近 の メ ッ シ ュ を 細か くす

る こ と に よ り, 解 に適合 した 有限要素メ ッ シ ュ を 作成す る

こ と が で き, 近 似解 の 精度 を 上 げ る こ と が で き る.

5 . 2 有限要 素メ ッ シ ュ 自動作成の 流れ

メ ッ シ ュ 自動作成 1 ス テ ッ プの 流れ

1 ･ 初期 メ ッ シ ュ 7? を構成す る , k ト 0 .

2 ･ 三 角形分割 T h
k

に お け る 有限要素解 u h を 得 る.

3 ･ u h の
, 各要素 T ∈ T h

k に つ い て の 誤 差 の 指標 q R
,
T を

計算す る .

4 ･ り ‥=

T

m

E顎
りR

･
T を 計算 し

,

77 R
,
T ≧ K り (0 < K < 1) (5 ･1)

を 満 た す要素 を分割 要 素 と して 取 り 上 げ る. (選択要

素 と 呼 ぶ こ と に す る.)

5 1 選 択要素 が 決定 した T h
k に対 して 定 め られ た 要素分割

法 を 用 い て メ ッ シ ュ 作成 を 行 い
, T

h

k + 1
を得 る ･
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6 . k ( k + 1 .

7 . g o t o 2 .

初期メ ッ シ ュ に 対 して こ の ス テ ッ プ を繰り返 す こ と に よ り
,

解に 適合 した有限要素メ ッ シ ュ を 自動的 に作成 して い く こ

と が で き る.

5 . 3 ア ダプテ ィ ブメ ッ シ ュ 分割法

5 . 3 . 1 基本と なる分割

1 つ の 三 角形要素 に対す る基本的な分割を定義す る .

1 . r e d 分割

3 辺 の 中点を 結ぶ こ と に よ り合同 な4 つ の 三 角形 に分

割す る.

2 . b ll l e 分割

まず 2 辺 の 中点 を結 び
,
そ の 内 の 1 辺 (例 え ば

, 長い

方) の 中点か ら相対す る頂点を結ぶ こ と に よ っ て 3 分

割す る.

3 , g r e e n 分 割

1 辺 (例えば m a rk 辺 や 最長辺) の 中点と
, 相対す る頂

点 を結ぶ こ と に よ っ て 2 分割す る .

-十､÷-/ 丁
､

､

_
g re e n

F i g . 5 . 1 基本 と なる分割

5 . 3 . 2 ll a m g l n g n o d e

三角形分割中の ある要 素の 頂点が他の 三角形の 辺 上 に あ

る と き
,

こ の 頂点を h an gi n g n o d e ( n o n c o n fo r m i n g n o d e)
と して 定義す る.

F i g ･5 12 h an g l n g n o d e
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5 ･ 3 . 3 r e g u l a r 分 割法

選択要素 に つ い て r e d 分割 を ほ ど こ す こ と に よ り, メ ッ

シ ュ 作成 を 行う. 選 択要素が 4 分割 さ れ る の で 細分化 ス

テ ッ プ 数 が 少 な い 反 面
,
h a n

g i n g n o d e も多く 発 生 す る た

め
, そ の 処 理 が 難 し い . h a n g i n g n o d e の 処 理 に よ っ て 様 々

な 種類が 存在す る が
, 本研究で は red 分割 と g r e e n 分割 の

み を 用 い て b a n g i n g n o d e を処 理 する 方法【2】を用 い た .

分割 の 読れ

1 . 選択要素の 処理

選択要素を r ed 分割す る.

2 ･ h a n gi n g n o d e の 処理

( 1) h a n g i n g n o d e が 2 個以上 ある 要素を r e d 分割す る

(新 た に b a n gi n g n o d e が 発 生 す る 可 能性 が あ る) .

h a n g i n g n o d e が 2 個以 上 あ る 要素が なく な る ま で

繰 り 返 し行う.

( 2) ( 1) の 作業 が 終 了 した 乳 残 っ た h a n gi n g n o d e が 1

個の 要素 を g r e e n 分割す る.

要素分割 を 1 ス テ ッ プ 進 ませ た例 を 次の Fig .5 .3 に示 す .

F i g .5 .3 r e g u la r 分割法 の 要 素分割例

こ の 方法で は 作成 さ れ る三 角形分割 の 最小 角 の 大きさが

次第 に小 さく な っ て しま う 可 能性 が あ る. こ れ に 対 し
, 最

小 角の 大 きさ を 保存 した r e g u la r 分割法も考案 され て い る

【1
,5] .

5 . 3 . 4 m a r k e d e d g e 分割法

個 々 の 三 角形要素 の 属 性 と して 1 つ の 辺 を そ の 要素 の

m a r k 辺 と して 定 め て お き, 選 択要素 の m a r k 辺 に 対 し て

g r e e n 分割をほ ど こ す こ と に よ りメ ッ シ ュ 作成 を行 う【3
,
4] .
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こ の 方法 の 特徴 は分割に より 生成する 要素の 形が判断で き,

どん なにメ ッ シ ュ 作成 ス テ ッ プ を重ね て も三角形分割 の 最

小 角が保存され ,
い び つ な形の 要素が で きな い こ と で ある .

そ れ に 対 し
, 細分化 ス テ ッ プ数 は多 く なる .

基本分割

1 . m a rk 辺 に対 して g r e e n 分割す る.

2 ･ 発生 した 子 要素の m a r k 辺 と して
, 元 の 親要 素の m a rk

辺 以外の 2 辺 をそ れ ぞ れ指定す る .

m a rk e d e d g e

Fi g ･5 .4 m a r k e d ed g e 分割法 の 基本分割

分割 の 流れ

1 . 選択要素 の 処理

選択要素に つ い て 基本分割 を行う.

2 . b a n g i n g n o d e の 処理

( 1) 個数 に 関係なく h a n gi n g n o d e が m a rk 辺 以 外 の 辺

上 に あ る とき は
,
まず基本分割 を行 っ て 子 要素 を作

り( 子 要素の m a rk 辺 上 に b a 皿gi n g n o d e が あ る状態

にす る) , さ らに 基本分割 を行う( Fig .5 .5) . 該当す る

要素 が なくなる ま で 繰 り返 し行う.

(2) h a n 由n g n o d e が 1 個 で か つ m a r k 辺 上 に あ る要素

に つ い て
,
基本分割 を 行う.

h a n gi ng n o d e

F i g ･ 5 ･5 b a n g i n g n o d e の 処 理( 右側 の 要素に つ い て)



5 . 3 . 5 m o d i丘e d q u a d t r e e 法

r e g u l a r 分割法 と m a r k e d e d g e 分割法 が 三角形要素 を基

本と して 考 え て い た 方法 で あ る の に対 し
,

こ の 方法 は 四 角

形領域 を 基本 と して と ら え る. q n a d t r e e 法[6】で は 三 角形

要素 と 四 角形要素 を 混在させ て 有限要素計算 を 行 っ て い た

が , 本研究 で は 四 角形要素も三 角形要素に 分割す る こ と で

領域 の 三 角形分割 を 実現す る m o di丘ed q u a d t r e e 法と して

応用 した . こ こ で は 四 角形領域を正 方形領域 と して 分割方

法 を 説明す る.

基本分割

相対 す る辺 の 中点を結ぶ こ と に よ っ て 合同 な 4 個 の 正 方

形領域 に 分割す る .

Fi g .5 .6 m o di丘ed q u ad t r e e 法 の 基本分割

分割 の 流れ

1 . 選択要 素 の 処 理

選択 要 素を 含ん だ正 方形領域に つ い て 基本分割 を行う .

2 . 正 方領域 の 完成

b a n 由n g n o d e が 3 個以上 ま た は 同 じ辺 に 2 個以 上 あ る

正 方形領域 に つ い て 基本分割 を行う( 新た に h a n 由n g

n o d e が 発 生 す る 可 能性 が ある) . 該当す る正 方形領域

が なくな る ま で 繰 り 返 し行う.

3 . 三 角形 分割の 完成

( 1) h a n g i n g n o d e が 1 個 ま た は 2 個の 正 方領域 に つ い

て は
,
正 方形領域 を 三 角形要素 に分割す る際 の 工 夫

に よ っ て 処 理 す る( F ig .5 . 7) .

(2) h a n g
i n

g
n o d e を 持た な い 正 方形領域に つ い て

, 対角

線 を引 く こ と に よ っ て 2 個 の 三角形要素に 分割す る

( F ig
･5 ･8) ･

こ の 方法は 選 択要素 を含 む 正 方形領域を4 分割す るの で

細分化 ス テ ッ プ 数 が 少 く な る と 同 時に
,
生 成す る三 角形要

素 の 形 が決ま っ て い る の で 三 角形分割 の 最′ト角 の 大 き さは

保存され る .

- 3 8 -

( a) (b) ( c) (d)

二≡二二
(a) h a n gi n g n o d e が 1 個

(b) b 弧 gi n g n o d e が 隣 り合う 2 辺 に 2 個

( c) b a n gi n g n o d e が 向か い 合う 2 辺 に 2 個 そ の 1

(d) h a n g i n g n o d e が 向か い 合う 2 辺 に 2 個 そ の 2

F i g .5 . 7 h a n gi n g n o d e を 持 つ 場合 の

三 角形分割

-

I ,:
_

t

T
Fig .5 .8 h a n g i n g n O d e を 持た ない 場合 の

三角形分割

要素分割 を 1 ス テ ッ プ進 ませ た例 を次の Fig .5 .9 に示 す.

( a) ( c)

( a) 正 方領域(斜線部 が選択要素 を含む 領域)

(b) ( a) に対応す る 三 角形分割(斜線部が選 択要素)

( c) 選 択要素を 考慮 し, ( a) よ り 1 ス テ ッ プ進 ま せ た 正 方

領域

( d) (c) よ り作成 され た 三角形分割

Fig .5 .9 q u ad t r e e 法の 要素分割例
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6 数値実験の 結果

次 の ような厳密解を持 つ 問題 に つ い て 数値実験を行 っ た .

1 . 正 方形 領域 に お け る鋭 い ピ ー

ク を 持 つ 問題

2 . 正 方形領域 に お け る直線型 段 差 を持 つ 問題

3 . 正 方形領域 に お け る 曲線型 段 差を持 つ 問題

初期メ ッ シ ュ を F ig .6 .1 の よう にと る . 問題デ ー タ を T a -

ble 6 . ト 6 .3 に 示 す. ま た
,
F i g .6 .2

,
F i g .6 . 7 お よ び Fig ･ 6 ･1 2

は 各問題 の 厳密解を示 し て い る. r e g ul a r 分割法, m a r k e d

e d g e 分割法 お よ び m o di 鮎d q u a d t r e e 法 に つ い て
, 節点数

の 増加 に よ る 誤 差 の 変化 を見 る た め に, 節点数と 正 規化さ

れ た H l
- ノ ル ム 誤差Il u -

u hll l
,
2 ; n/II u= 1

,
2; 0

の 関係 の 両対

数 グ ラ フ を F ig .6 .3 ,
F i g . 6 .8 お よ び F ig .6 . 1 3 に 示 し,

一

様

メ ッ シ ュ( u nif o r m ) で の 結果やあわ せ て 表 して お い た ･ ま

た , 各要素分割法 ご と に 作成 さ れ た 節点数 10 0 0 前後 の 三

角形分割 を F ig .6 .4 - 6 .6 , F i g ･6 ･9 - 6 ･ 1 1 お よ び Fig 16 1 1 4 I

6 , 1 6 に 示 す . 同時 に
,
三 角形分割 の デ

ー

タ と して メ ッ シ ュ

作成 ス テ ッ プ 数, 要素数,
節点数, 最小 角 の 大きさを 各三 角

形 分割図 の 下 に 記 して お く . なお
, (5 .1) 式 に お け る K の

値 は O .5 と した【1 ,
2] ･

o 0,2 0 . 4 0 ,6 O,8 1

x- axi s

F i
g

. 6 . 1 初期メ ッ シ ュ
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6 . 1 問題 1 正 方形領域における鋭い ピ ー

クを持

つ 問題

T a ble 6 . 1 p r o ble m d a t a

F i g .6 .2 e x a c t s ol u ti o n

1 1 0 1 00 1 0 0 0 1 0 0

n u m b e r of n od e s

F i g .6 . 3 β~
1

- ノ ル ム 誤差



0 0
.
2 0 .4 0 .6 0 .8 1

x- axis

7 s t e p s
,
1 94 4 ele m e n ts

,
9 8 1 n o d e s , 7 . 1 3 d e g r e e

F i g .6 .4 r e g ul a r 分割法

0 0 .2 0
.

4 0 ,6 0 .8 1

x- axis

1 2 s t e p s ,
1 5 76 el e m e n t s , 7 9 7 n o d e s , 4 5 d e g r e e

F i g .6 .5 m a rk e d ed g e 分割法

0 0 ,2 0 . 4 0 . 6 0 . 8 1

x- a xi s

7s t e p s
,
1 6 8 8 el e m e n t s

,
8 5 7 n o d es

,
2 6 .5 7 d e g r e e

F i g .6 .6 m o d i丘ed q u a d t r e e 法

6 . 2 問題 2 正方形領域に おける直線型段差を持

つ 問題

T a ble 6 .2 p r ob le m d at a

F i g .6 .7 e x a c t s olu ti o n

1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0I

n u m b e r of n od e s

F i g .6 .8 H l
- ノ ル ム 誤差

- 40 -
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0 0 .2 0 . 4 0 .6 0 . 8 1

x - a D(i$

l l st e p s
,
2 2 4 0 el e m e n t s

,
1 1 3 5 n o d es

,
3 ･0 3 d e g r e e

F i g .6 .9 r e g ul a r 分割法

O 0 .2 0
.

4 0 .6 0 .8 1

x - a xis

l l s t e p s
,
1 6 2 4 el e m e n t s

,
82 9 n o d e s , 4 5 d e g r e e

F i g .6 , 1 0 m a rk ed ed g e 分割法

0 0
.

2 0
.
ヰ 0 .6 0 . 8 1

x-a x i s

5 st e p s
,
1 5 8 4 el e m e n t s , 8 2 1 n o d e s

, 2 6 .5 7 d e g
r e e

F i
g

. 6 . l l m o di丘et q u ad t r e e 法

6 .3 問題3 正 方形領域に おける曲線型段差を持

つ 問題

T abl e 6 .3 p r o ble m d at a

F i g .6 . 1 2 e x a ct s o l u ti o n

1 0 1 00 1 0 W 1 (X ン

n ur n b e r of n o d e s

F i g .6 .1 3 H
l

- ノ ル ム 誤 差

- 41 -



0 0 .2 0 . 4 0 .6 0 .8

x- axis

9 st e p s ,
2 3 2 2 el e m e n t s

,
1 1 8 0 n o d e s

,
3 ･6 9 d e g r e e

F i g . 6 . 1 4 r e g ul a r 分割法

o o .2 0 . 4 0 ,6 0 , 8 1

x ･ a x i $

l l s t e p s
,
1 8 2 0 el e m e n t s , 9 3 3 n o d e s

,
4 5 d e g r e e

F i g . 6 .1 5 m a r k e d e d g e 分割法

o o .2 0
.

4 0 . 6 0 .8 1

x-zL Xis

7 s t e p s
,
2 1 6 6 ele m e n t s

,
1 1 1 3 m o d e s , 2 6 ･5 7 d e g r e e

F i g .6 .1 6 m o di丘e d q u a d t r e e 法

7 ア ダプテ ィ ブ有限要素メ ッ シ ュ 生成

法の 比較

7 . 1 H
l

- ノ ル ム比較

節点数 10 89 にお け る, 各要素分割法 で 作成 され たメ ッ

シ ュ に よ る H l
- ノ ル ム 誤 差の 相対評価を

,

一

様メ ッ シ ュ で

の H
1

- ノ ル ム 誤差 を 1 と して T ab le 7 . 1 に 示 す. ま た, 節

点数 108 9 の
一

様メ ッ シ ュ で の H l
- ノ ル ム 誤 差 の 精度 を実

現す る た め に必 要な, 各要素分割法 で 作成され たメ ッ シ ュ

の 節点数を T a ble 7 .2 に示 す , 参考と して, 節点数 108 9 の

一

様 メ ッ シ ュ を F ig . 7 .1 に示 して お く･

問題番号(節点数) 1( 10 89) 2(10 8 9) 3( 108 9)

r e g u la r 0 .6 89 0 .26 1 0 .96 0

m a r k e d ed g e 0 .3 6 6 0 .2 0 4 0 .5 80

m od i丘e d q 11 a d t r e e 0 .2 0 7 0 .31 9 0 .4 93

T a bl e 7 . 1
一

様 メ ッ シ ュ に 対す る H l
- ノ ル ム 誤差

の 相対評価

問題番号(節点数) 1( 10 89) 2( 108 9) 3( 1 0 8 9)

r e g u l a r 63 6 2 0 4 6 4 8

m a r k e d e d g e 2 2 7 2 7 8 45 0

m o di丘e d q u a d t r e e 2 6 3 3 9 9 39 4

T a b le 7 .2
一

様メ ッ シ ュ の H l
- ノ ル ム 誤 差精度

実現 に必 要 な節点数

o o .2 0 .4 0.6 0 .8 1

x
-

a 3(is

F i g .7 . 1 節点数 10 89 の 一 様 メ ッ シ ュ

T a bl e 7 . 1
,
T a bl e 7 .2 に挙げた 通 り, 具体的な 値と して 節

点数 10 8 9 の
一

様 メ ッ シ ュ を基準に考察す ると
, 他の 要素分

割法に 対 して 解の H
l

- ノ ル ム 誤差 が大きい 問題 1 と 3 にお

- 4 2 -
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1 0 1 0 0

n u m b o r of n o d e s

r e g u l a r 分割法

1 00 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0

n u m b e r of n o d e s

m a r k e d e d g e 分割法

1 0 00 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0

n u m b e r ol n od o s

1 0 0 0 1 0 00 0

m o d i丘ed q u a d t r e e 法

F ig . 7 .2 K の 値 に よ る H
l

- ノ ル ム 誤 差 の 比 較

け る re g u l a r 分割法 を除き,

一

様 メ ッ シ ュ に よ る有限要素

解 の H l
- / ル ム 誤 差 を 1 と し た と きの 各要素分割法 に よ

り作成 され た 三 角形分割 に よ る有限要素解 の H l
- ノ ル ム 誤

差 は, T a ble 7 . 1 よ り問題 1 と 2 で 0 .2 0 4 - 0 . 3 6 6
, 問題 3 で

も0 .4 9 3 - 0 .5 80 と な っ て い る . 同様に 問題 1 と 3 に お け る

r e g u l a r 分割法 を除く と
,

T ab l e 7 .2 の 節点数 の 評価 か ら 一

様メ ッ シ ュ の 節点数に 対 し問題 1 と 3 で は 19 % - 3 7 % , 問

題 3 で も 36 % -

4 1 % の 節点数 で
一

様 メ ッ シ ュ と同 じ大 き さ

ま で H
l

- ノ ル ム の 誤差 が抑え られ い る . こ れ ら の 点か ら,

本研究で 取 り上 げた事後 誤差評価に よる ア ダプ テ ィ ブ 有限

要素法の 有効性 が 確認 で きた .

ま た
,
細分化 ス テ ッ プ の 増加 に対 し H l

- ノ ル ム 誤 差 が 一

様 に 小 さく な っ て い く こ と が 望 ま しい が
, 問題 1( F i

g
. 6 .3)

の よ うに H l
- ノ ル ム 誤差 の 大きさが振動す る場合もあ る.

こ の ような現象が 起 こ る の は細分化 1 ス テ ッ プ に お い て 選

択要素の 数 が 多く な りすぎる の が原因 で はな い か と 考 え
,

選択要素 の 数 を 抑 え る た め に (5 . 1) 式 に お け る K の 値を

変 え て数値実験を 行い
, 比 較 した . K - 0 .5 と K - 0 .8 に

つ い て
, 節点数 の 増加 に対する H

l
- ノ ル ム 誤差の 推移を各

要素分割法 ごと に 比較 した 結果は Fig . 7 .2 の 通 り で あ るが
,

こ の よう に K の 値 を より 大きく して み て も
, 節点数の 増加

に対す る H
l

- ) ル ム 誤 差の 推移 は K = 0 .5 の 時と 比 べ て

目 立 っ た 変化 は なく
, 期待 した 効果 は 現わ れ なか っ た .

7 . 2 メ ッ シ ュ の 整合性

各要素分割法 に よ っ て 作成され た 領域 の 三 角形分割 の

見 た 目 に つ い て 考察す ると, 各要素分割法とも節点が厳密

解 に お い て 値の 変化の 激 し い 部分に 集中 して お り, ア ダプ

テ ィ ブ有限要素メ ッ シ ュ の 自動作成が成功 して い る こ と が

わ か る. た だ
,

m a rk e d e d g e 分割法 に よ る 三角形分割 の 最

小 角が 4 5 度,
m o di 鮎d q n a d t r e e 法が 26 . 5 7 度 と 定ま っ て

い るの に対 し, r eg ul a r 分割法は極端 に小 さい 角度 を持 つ 三

角形要素が 生 じ, 見た 目 にも違和感が あ る.

ま た
,
あ る ス テ ッ プで の 三 角形分割 T

h
k に対 し

,
定め られ

た 要素分割 の 作業を 1 ス テ ッ プ 行う こ と に よ り, 次 ス テ ッ

プ の 三 角形分割 Th
k + 1

が 得 られ た とす る と き, T h
k

と T h

h + 1

の 関係 を T h
k

ゴ Th
k + 1

と 書く こ と にす る･ さら に, そ れ ぞ

れ の 三 角形分割 に対応 して 有限 要素空 間 X h k , X h h + 1 を定

義す る . こ の と き, あ る 段階 の 三角形分割 Th
k

に お け る有

限要素解 u h を事後誤差評価 して い る の で , 分割 を 1 ス テ ッ

プ 進 め て T h

k + 1
を 作成す る際に,

T h
k

j T
h

k + 1
⇒ x h k ⊂ X h k + 1 (7 ･ 1)

を満た さなけ れ ば 有限要素解の 精度 が 向上 す る保証 が な い
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とも考 え られ るが
, 実際に は 満た さない m o difie d q u a d t r e e

法 で も問題なく ア ダプ テ ィ ブ 有限要素法が 行わ れ て い る.

要素分割法 の 違 い に よ る メ ッ シ ュ の 整合性 に つ い て の 比

較 を
,
T a bl e 7 .3 に ま と め て お く.

要素分割法 最 小 角 (7 . 1) 式

r eg u l a r 分 割法 極 め て 小 満 た す

m a r k e d ed g e 分割法 ･ 45 度 満 た す

m o d i丘e d q u a d t r e e 法 2 6 . 5 7 度 満 た さな い

T a bl e 7 .3 メ ッ シ ュ の 整合性

7 . 3 まとめ

各要素分割法 の 比 較 し, 数値実験 の 結果 に見 られ る 各要

素分割法 の 特徴 を ま と め て お く .

r e g 111 a r 分割法 三 角形分割 の 最小 角が 次第 に 小 さく な っ

て し ま うた め R e m a r k 4 . 4 で 述 べ た ような
,
極端に 小

さ い 角度 を 持 つ 鋭角 三 角形 が 生 じ
, 作成され た 三 角形

分割 の 見 た 目 に も違和 感 が あ る . 特に
, 問題 1 で は 他

の 要素分割法 よ り H
l

- ノ ル ム 誤 差が 大き い 値 で 推移 し

て い る .

m a r k e d e d g e 分割法 細分化 ス テ ッ プ数 は多く な るが, 節

点数の 増加 に 対 しほ ぼ 一 様 に H
l

- ノ ル ム 誤 差が ′トさ く

な っ て い る . 特 に
,

どの 段 階の 細分化 ス テ ッ プ で の 三

角形 分割 にお け る 有限 要 素解 を 計算 して も, 常に 一

様

メ ッ シ ュ よ りも H
l

- / ル ム 誤 差が 小 さく な っ て い る の

は m a r k e d e d g e 分割法 だ け で あ り,
こ の 点 で も本研究

で 取 り上 げた 要素分割法の 中 で最も信頼 の で き る方法

で あ る と 考 え ら れ る.

m o d i丘e d q u a d t r e e 法 細分化 ス テ ッ プ 数 が 少 な い こ と

が 大きな特徴 で あ り, 特 に 問題 2 で は m a rk e d e d g e

分 割法 が 12 ス テ ッ プ で 節点数 79 7 で あ る の に 対 し,

m o di丘e d q u a d t r e e 法 で は 5 ス テ ッ プ で 節点数 8 5 7 と

な っ て い る. し か し, 現在 の と こ ろ 四角形領域以外 -

の 適用 が 難 しく
,
今後更な る検討 の 必 要 が あ る と 思わ

れ る .

8 おわり に

本研 究で は ア ダプ テ ィブ 有限要素法にお け る
,
メ ッ シ ュ 自

動作成 の た め の い く つ か の 要素分割法に つ い て 比 較検討 し

た が
,
と り あ げた 3 つ の 要素分割法の 中 で m a r k e d e d g e 分

割法が 最も信頼 で き る 要 素分割法 で あ ると 考 え られ る . し
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か し
,

m a r k e d ed g e 分割法 は要素細分化 ス テ ッ プ数が 他の

要 素分割法と 比 べ て 多くな る傾向が あり, 各細分化 ス テ ッ

プ にお い て ま ず有限要素解を求め なけれ ば事後誤 差評価す

る こ と が で き ない と い っ た, 本研究の ア ダプテ ィ ブ有限要

素法に お い て
,
細分化 ス テ ッ プ数が 少ない の にも かか わ ら

ず H l
- / ル ム 誤 差が 抑 え られ る m o d eifi e d q u a dt r e e 法も

魅力で あ り, 四角形領域以 外 - の 適用を考 え る など, さら

に 検討 して い く 必 要が あ ると 思わ れ る ,
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