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1 . は じめに

円筒形空洞共振器の E 型 モ
ー

ドや 円形膜の 固有振動数,
円

形導波管の T M 波の 伝搬定数 円柱材料 の 熱伝導率を求 め る

とき に , 第 1 種 ベ
ッ

セ ル 関数 J
n( I) ( n は任意 の 実数) の 零

点が必要 に なる ｡ ま た円筒形空洞共振器の H 型モ ー

ドの 固有

振動数, 円形導波管の T E 波の 伝搬定数, 円柱材料中の 任意

の 点 の 電位を求 め るとき に , そ の 導関数 Jム(I) の 零点 が必

要 に な る｡ J
n( x ) や Jム( x) の零点 は

, ある関数を ベ
ッ セ ル 関

数 で 展開す る とき に も用 い られ る｡

J
n ( x) や Jム( I) の零点 ( それ ぞ れj n

,
s

･ jL
,
s
と する) は無

数 に存在す る｡ こ こ で 添え字s は零点 を 小 さ い 方 か ら並 べ た

とき ,
そ の 順番を表す パ ラ メ

ー

タ で あ る｡ 0 1 v e r ら はn と s の

組 み合わ せ に 応 じて 数種類の 計算方法 を用 い
,

n ≦ 2 0 (1/ 2) ,

s ≦ 5 0 に 対す る零点 を示 して い る [ 1 ] 0 B e a tti e は導波管内

の 電磁波 の 減衰定数 と位相定数 を求め る た めに 補間法 を用 い

て , j n
,
s
に つ い て はj o

,

1 か らj 4 5
,
1 ま で の3 3 8 低 ま たjL

,
s

に つ

い て はj占
,

2 か らji9
,
1 まで の3 62 個を求めて い る[ 2 ] o T e m m e

は J
n( x) と Jム( x) の は か に , 第 2 種 ベ

ッ セ ル 関数 Y
n ( x)

′

とそ の 導関数 Y;( x) の 零点 ( そ れ ぞ れ
,

y n
,
s ･ y n

,
s とする)

を計算するA L G O L プ ロ グ ラ ム を与 えて い る[ 3 ] 0

ベ
ッ セ ル 関数の 零点 を使 う必要 が あ る場合, 我々 に は二 つ

の 選択肢が あ る｡

一 つ は, た とえ ば文献[ 1 ] に 掲載 さ れ て

い る零点を コ ン ピ ュ
ー タの メ モ リ ー に 貯蔵 し

,
必要に 応 じて

そ こ か ら読み 出す方法 で あ る｡ もう 一 つ は, 必 要に な っ た と

き に零点 を計算す る方法で ある｡ 第
一 の 方法 は長時間 の 単調

な入力作業 を強い られ る し
,

ま た高精度 の 計算を する とき に

入力さ れ て い る零点の 個数が十分か どうか と い う問題力療る｡

第二 の 方法は プ ロ グラ ミ ン グ はま ぬ が れ な い が
, 上記 の よ う

な問題 は起 こ らな い ｡

円柱材料の 抵抗率は
, 四 探針法 に よ っ て 測定する こ とが で

きる｡ すな わ ち円柱材料の 側面 に 四本 の 金属針 ( 探針) を

立て
, 外側の 二 本の 探針間に 電流 J を流 した と き, 内側 の 二

本の 探針間の電位差 Ⅴを測定する ｡ こ の とき抵抗率 β は

p
= F a

ヱ
J

(1)

か ら求 め られ る . こ こ で α は円柱材料 の 半径 で
,

F は抵抗率

補正係数 ( r e si s ti vi ty c o r r e c ti o n f a c t o r) と よ ば れ る 無次

元の 数値で あ る[ 4 ] o 補正係数F を計算する と き に JL( x) の

零点 が必要に な る｡ た と えば
, 半径 a

- 1 c m
, 長 さ b - 5 c m

の 円柱材料 の 場合,
a

- 4 0
,

s
- 1 3 ま で の 零点 を使 え ば十分

な精度 の 補正係数F を求 め る こ とが で き る . しか し
,

a
- 5

c m , b - 1 5 c m の 場合に は
,

a
- 2 0 4 ま で の 零点 が必要に な る ｡

この よ う に材料 の 寸法に よ っ て は文献 [ 1 ] に 記載 さ れ て い

な い零点 を使用 しな け れ ばな ら な い場合 が出て く る｡

こ の 論文 で は上記の よう な要請を ふ ま え て , 第 1 種 ベ
ッ セ

ル関数 J
n ( x) の 導関数 JL( x) 零点を求 め る方法 に つ い て 述

-

1
-



ベ る｡ J
n ( x) お よび第 2 種 ベ

ッ セ ル 関数 y
n ( x) と そ の 導関数

Y
n

'

( x ) の 零点も同様に して 求 め られ る の で
,

こ れ ら に つ い

て も併記す る ｡ また付録 に文献[ 1 ] の 表 を補 う 意味 も含 め

て Jニ( x) の 零点jム
,
s を

,
2 0 ≦ n ≦ 4 9

,
1 ≦ s ≦6 0 の範囲で 示す｡

2 . 零点 の計算方法

x の 任意 の 関数f( x) の 零点,
す なわ ち

f( x) - 0 (2)

の 根を求 め るた め の 方法は い ろい ろあ る が
,

今回は 関数 の 導

関数が 容易に 求め られ る場合 に 有用 な ニ
ュ

ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン

( N e w t o n- R a p h s o n ) 法を用 い た ｡ い ま 式(2) の 根x の 近似値

x
m とす る と

,
x

-
x

m
+ h と書 ける ｡ こ こ で h は非常 に 小 さ い

数 とす る｡ こ の x を式(2) に 代入 して 得 られ る 関数f( x
m

+ h)

をx
m を中心 とす る テイ ラ

ー

級数 に 展開する と

f'x
m

･ h' - f' x
m ' ･ hf

･

' x
m , ･告f

"

( x
m , ･･

･ . ･
- 0 (3)

と な る ｡ 式(3) に お い て h
2

以上 の 項を無視し て , h に つ い て 解

く と

h - -
/

′

( ∬ m )
= h l

を得 る｡ し たが っ て , x m より も真の 根 に 近い 根 x m . 1 は

x
m + 1

-
X

m
+ h l

-
X

m -
/ ( ∬

m )

f
'

( x m )

(4)

(5)

と な る ｡ 式(5)を用 い て 板 を求め る方法は 2 位の 速さ で 収束す

る の で ,
こ の論文 で は以後 こ の 方法を 2 位の ニ ュ

ー

ト ン ･ ラ

フ ソ ン 法と よぶ こ とに す る｡ ま た, 式(3) に お い て h
2
の 項 ま

で 含 め ると

f(x
m ) ･ h[f

･

( x m ) ･! r ( x
m )] - 0 -

0 (6,

と な る｡ そ こ で 式(6) の [ ] の 中の h に 式(4) の h l を代入 し た

後,
h に つ い て 解く と

h =
-

I( x
m )

f
'

( x
m ) + ( h l/ 2) r ( x

m )

= h 2

とな る ｡ したが っ て ,
こ の 場合 x

m + 1 は次 の よう に な る.

x
m .1

- X
m

+ h 2

= X
m -

2f( x
m )f

'

( x
m )

2[f
'

( x
m )]

2
I I( x

m ) r ( x
m )

(7)

(8)

式(8)を用 い て 根を求 め る方法 は3 位 の速 さ で 収束する の で
,

以 後 こ の 方法 を 3 位 の ニ
ュ

ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法と よ ぶ こ と に

す るo と こ ろ で 関数f(x) が J
n ( x)

.

の 場合,
そ の 1 次導関数

は

f
,

( I) - JL( x) -
ヱJ

n( I)
- J

n . 1( x) (9)
X

で あ る の で
,

2 位の ニ ュ
ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法 に よ っ て 求 め ら

れ る根 x
m . 1 は式(5 は り

X
m + 1

=
X

m

-

J
n ( x

m )

( n / x
m ) J

n( x
m )

- J
n + I( X

m )
8CD

-

2
-

と な る｡ ま たf( x) の 2 次導関数 は

r ( x) - J
n

"

( x )

n
2

-

n - x
2

x

2 ーr いIT ' r
x

J
n( x) ' 1 J

n . .( x) (川

で あ るの で
.

3 位の ニ ュ
ー ト ン ･

ラ フ ソ ン 法に よ っ て 求 め ら

れ る椴 x
m + 1 は式(8) より

x
m +1

-
X

m

- 2 x
m
J

n( x
m )[ n J

n ( x
m )

-

x
m
J

n + 1( x
m )]

/ 【( n

2
+ n + ,孟)J

n

2
( ,

m 卜(4 n + 1) x
m
J

n ( x
m )

× J
n . 1( x

m ) + 2 x孟J
n

2
. 1( ,

m )] ua

と なる ｡ ま た関数 f(x) が Jム( x) の 場合 f
′

( I) - J芸(x) で

あ る の で
,

2 位 の ニ ュ
ー ト ン ･ ラ フ ソ ン 法 に よ っ て 求め ら れ

る根 x
m + 1 は式(5)

,
(9)

,
任1)A: り

x
m . 1

-
X

m

-

X
m [ n J

n ( x
m ) - x m

J
n + 1( x

m )]

/ 【(n
2

-

n
-

,孟) J
n( x

m ) + x
m
J

n . 1( x
m )】 a3)

とな る｡ ま た, そ の 2 次導関数 は

I
"

( x) - J
n

"

( x) -

x
2
- n

2
_ 2

J
n + 1( x)

X

( n
- 1)( n

2
- 2 n

-

x

2
)

J
n ( x ) 住む

X

で ある か ら
,

3 位 の ニ
ュ

ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法に よ っ て 求め ら

れ る根 x m . 1 は式(8)
,
(9)

,
81)

,
u4) よ り

x
m . 1

- X
m

- 2 x
m [ n( n

2
-

n
-

,孟) J
n

2
( x

m )

+ x
m ( 2 n

-

n
2

+ ,孟) J
n ( x

m ) J
n . 1( x

m )
-

X孟J
n

2
.1( x

m )]

/ (【n( n
- 1)( n

2
- 3 x孟) + 2 x3,] J

n

2
( ,

m )

+ x
m [ n

2
( 2 n ' 1 卜 x孟(2 n + 3)] J

n ( x
m ) J

n . 1( x
m )

+ x孟(x孟 -

n
2
) J

n

2
十1( x

m )) a5)

とな る｡ 関数f( x) が y
n ( I) ま た は y;( x) の 場合 に は

, 上

式中の J
n( x) を Y

n( I) に 置き換え れば よ い .

3
. 零点 の初期値

式(5)や式(8)を用い て 零点を求め るた め に は
, 初期値 を与 え

て や らな けれ ばな ら ない ｡ 初期値の 選 び方 に よ っ て は ,
ニ

ュ
ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法の計算を繰り返すに つ れ て , 求 め た い 零点

か ら どん どん 遠ざ か っ て , 結果的に は近隣 の 零点が 求 め ら れ

て しま う こ とが ある｡ したが っ て , 初期値 と して は 求 め た い

零点 に十分に 近い 値を使う こと が, 繰り返 し計算 の 拭数 を減

らすと い う点 で も大切 で ある｡

3 . 1 n ≧ 1 の場合 の初期値

次数n が大き い場合,
ベ

ッ セ ル 関数 の 零点 の う ち小 さ い 方

か ら 5 番目ま で の 零点 が次 の よ う に 求 め られ て い る[ 1 ] ,

[ 5 ] ｡



ベ
ッ セ ル 関数J

n
( x )

,
と そ の 導関数J

′

n ( x ) ,
Y

′

n ( x ) の 零点

(1) J
n( x) の 零点 j n

,
s

) n
,
1

穴 - 十 1 ･8 5 5 7 5 7 1 n
l / 3 ← 1

･
0 3 31 50 3 n

-

1 / 3

-

o .o o 3 9 7 4 n
- 1 - o .o 9 0 7 6 n

-

5 / 3
+ o . o4 3 3 n ~ 7 / 3 u6)

) a
,
2 - a + 3 ･

2 4 4 6 0 7 6 n
l/ 3

+ 3 ･ 1 58 2 4 3 6 n - 1/ 3

- o .o 8 3 3 0 7 n
- 1

- o .8 4 3 6 7 n - 5 / 3 + o .8 6 3 9 n ~ 7/ 3 8 7)

j n
,
3

- + 4
･3 8 1 6 7 1 2 n

l / 3
十 5 ･ 7 5 9 7 1 2 9 n 1 1/ 3

- o .2 2 6 0 6 8 n
- 1

- 2 .8 0 3 9 5 n - 5/ 3 + 3 . 9 7 6 0 n - 7 / 3 a8)

J n
,
4

宍ゴn 十 5 ･3 8 6 6 1 3 8 n
l / 3

十8 ･7 0 4 6 8 2 4 n - 1/ 3

- o .4 3 2 2 7 4 n
1 1

- 6 .4 0 2 8 6 n ~ 5 / 3 + l l .2 4 9 0 n - 7 / 3 a9)

J n
,
5

宍ゴ n + 6 13 0 5 2 6 3 0 n
l / 3

十 1 1 ･9 2 6 9 0 2 5 n

- 1/ 3

- o .7 0 1 9 2 6 n
- 1

- 1 2 .0 1 9 3 3 n

-

5 / 3
+ 2 4 .8 0 2 0 n

~

7 / 3 o))

( 2) Y
n( x) の 零点 y n

,
s

y n
,
i - n + 0

･
9 3 1 5 7 6 8 n

l / 3
+ o ･2 6 0 3 5 0 6 n - I / 3

+ o
.
o 1 1 9 7 6 n - i

- o .o o 6 0 2 n

-

5 / 3 - o .o o 1 2 n
- 7 / 3

(21)

y n
,
2

宍 - + 2 ･5 9 6 2 6 8 5 n
l / 3

+ 2 ･0 2 2 1 8 3 0 n
- 1 / 3

- o .o 3 5 7 1 6 n - 1 -

o . 3 4 6 2 8 n - 5 / 3 + o .2 7 2 2 n
- 7/ 3 (2カ

y n ,
3 宍ゴn + 3 ･8 3 4 1 5 9 2 n

l / 3 + 4 ･4 1 0 2 3 3 0 n
- 1 / 3

- o .1 4 6 7 5 8 n - 1
- 1 .6 4 4 3 6 n

- 5 / 3 十 2 .0 2 3 3 n

~

7/ 3
(23)

y n
,
4 * n + 4 ･8 9 7 0 1 4 9 n

l/ 3 + 7 ･ 1 9 4 2 2 6 4 n

-

1 / 3

- o .3 2 1 2 4 0 n

-

1 - 4 . 3 7 3 9 6 n

- 5 / 3
+ 6 .9 6 5 1 n

~

7/ 3
CZ4)

y n
,
5 - a + 5 ･8 5 4 9 3 9 9 n

l / 3
+ 1 0 ･2 8 4 0 9 6 5 n - i / 3

-

o .5 5 9 1 6 9 n - 1 -

8 . 9 3 6 6 6 n - 5 / 3
+ 1 7 .0 9 9 9 n

~ 7 / 3 e 5)

(3) JL( x) の 零点 j n
,
s

･
l

) a
,
1 - a + 0 ･8 0 8 6 1 6 5 n

l/ 3
+ o ･o 7 2 4 9 0 2 n - 1/ 3｡ /

- o .o 5 0 9 6 7 n

-

1
+ o .o o 9 3 9 n

-

5 / 3 e6)

} a
,
2 - a + 2 ･5 7 8 0 9 6 1 n

l/ 3 + 1 ･9 5 5 1 8 5 6 n - 1 / 3･ /

1 0 .
0 8 9 2 5 0 n

- 1
- o .2 9 4 1 3 n

-

5 / 3 任7)

J a
,
3 - a + 3 ･8 2 5 7 1 5 3 n

l/ 3 + 4
･
3 6 4 6 9 0 3 n - 1/ 3▼ ′

- o .
2 0 0 0 7 1 n

-

1 -

1 . 5 6 6 8 5 n

-

5/ 3 位8)

) n
,
4

宍ゴ n + 4 ･8 9 1 8 2 0 3 n
l / 3

+ 7 ･1 5 8 5 2 9 4 n

-

1 / 3● /

- o .3 7 4 5 0 2 n

- 1
- 4 .2 7 4 8 1 n

~

5 / 3 任g)

) a
,
5 - a + 5 ･8 5 1 3 0 1 0 n

l/ 3 + 1 0 ･ 2 5 4 2 2 6 7 n - i/ 3･ /

-

o .6 1 2 4 1 1 n 1 1
- 8 .8 1 8 0 4 n

-

5 / 3 60)

(4) Y;( x) の 零点 y n
,
s

β

y a ,
1 宋ゴn + 1 ･8 2 1 0 9 8 0 n

l/ 3 ← o ･ 9 4 0 0 0 7 4 n
- 1/ 3/

- o .o 5 8 0 8 4 n - 1 -

o .o 5 4 0 2 n
- 5/ 3

馴

y a
,
2 宍 ¥ n + 3 ･2 3 2 8 6 5 3 n

l / 3 + 3 ･
1 0 4 4 9 3 2 n - 1 / 3/

-

o .
1 3 6 6 8 5 n - 1

- o .7 7 8 2 1 n - 5/ 3
¢2)

y a
,
3 宍 - + 4 ･3 7 5 1 9 1 4 n

l/ 3 + 5 ･7 1 98 3 3 8 n
1 1 / 3/

-

o .
2 7 93 4 9 n

-l l -

2 .7 1 5 2 8 n

-

5 / 3
03)

y a
,
4 * n + 5 ･3 8 2 3 1 7 0 n

l/ 3 + 8
･
6 7 2 2 2 1 4 n - 1 / 3/

- o .4 8 5 5 2 4 n

-

1
- 6 .2 9 3 7 6 n

-

5/ 3 (34)

y a ,5 宍 》 n + 6 ･
3 0 2 1 2 4 0 n

l/ 3
←1 1 ･8 9 9 1 6 2 4 n

-

I / 3/

- o .7 5 5 1 6 3 n

-

1
- l l .8 9 1 5 6 n

~ 5/ 3 ¢5)

Jム( x) の 零点 の う ち小さ い 方か ら1 番目と 2 番目 の 零点 を

求 め る ときに は, 式(26) の jL
,

1 と式位乃のjL
,
2 を反復計算 の 初期

値と して 用い た｡ 3 番目か ら 5 番目ま で の 初期値も同様に し

て求 め る こ と が で き るが
,

6 番目以降の 初期値 を求 め る場合

に は,
こ れ らの 零点 に対す る近似式を導か な ければ な らな い ｡

ベ
ッ セ ル 関数 の 隣り合う 二 つ の 零点の 間隔 は定式化さ れ て い

な い の で
,

3 番目の 零点の 初期値 jL
,
3 の 選 び方 は 任意 で あ

る ｡ 今回の 計算 で は次 の よう な方法 に よ っ て jL
,
3 に 対 す る

初期値を求め た. すなわ ち 一

つ 前の 零点jL
,
2 と 二 つ 前 の 零点

jL
,
l

の 差 をjL
,

2 に 加え た値をjL
,
3 と し たo す な わ ち

･ /

J n
,
3

-

jL
,
2 + (jL

,
2

-

jL
,
1) 06)

jL
,
4 以降の 零点 に つ い て も同様 に して 求め た o ま た J n( x ) ,

y
n( x) ,

yl( x) の 場合も同様に し て , そ れ ぞ れ の 初期値 を

求め る こ とが で き る｡

3 . 2 〝
- 0 の場合 の初期値

式任6 卜 帥 こは
,

a
- 1 / 3

, n
~ 1

, a
- 5 / 3 な ど の 項が 含 ま れ て い

る. した が っ て
,

a
- 0 の と き は こ れ ら の 式 を用 い て 初期値

を求 め る こ と はで きな い
｡

ベ
ッ セ ル 関数 の 零点の 近似値と し

て
, 次の よ う な マ ク マ ホ ン ( M c M a h o n ) 展開を用 い る こ と

が で き る [ 1 ] ｡ s > ,

n の 場合,
J n( x ) と Y n( x ) の 零点jn , s と

y n
,
s に つ い て は

()つ

j n
,
s , y n

,
s 恕 β

- ∑
A

2 r
_ 1

,
e l

( 2 r - 1 ) ! 2
3 r β

2 r~ 1
¢7)

で あ る｡ こ こで j n
,
s に対 し て はβ -

7 T ( s + n / 2 - 1/ 4) , y n
,
s

に 対 して は β -
7T ( s + 托/ 2 - 3/ 4 ) で あ る｡ ま た 係数A 2 ,

-

1

は次の と おり で あ る｡

A l
-

J L
-

1

A 3
- ( FL - 1 )( 7 J L - 3 1)

A
f

- 4 ( 〟
-

1 )(8 3 p
2

-

9 8 2 p + 3 7 7 9)

A 7
- 6 ( F L - 1 )(6 9 4 9 p

3

- 1 5 3 8 5 5 p
2
十 1 5 8 5 7 4 3 〟

- 6 2 7 7 2 3 7) 韓カ

A9
- 1 4 4( 〟- 1 )(7 0 1 9 7 〝

4

- 2 4 7 9 3 1 6 p
3

+ 4 8 0 1 0 4 9 4 J L
2

-

5 1 2 06 2 5 4 8 FL + 2 0 9 2 1 6 3 5 7 3) (4a

A l l
- 7 2 0( FL - 1 )(5 5 9 2 6 5 7 J L

5

- 2 8 7 1 4 9 1 3 3 FL
4

十 8 9 0 3 9 6 1 2 90 p
3

- 1 7 9 2 8 9 6 2 8 60 2 J L
2

+ 1 9 8 2 6 1 1 4 5 6 1 8 1 Ft
-

8 2 4 9 7 2 5 7 3 6 3 9 3) (43)

こ こ で p
- 4 n

2
で あ る｡ ま た JL( x) と Y;( I) の 零点jL

,
s と

γ㌫
,
∫ に つ い て は

(:X 〕

jL
,
s , yL

,
s

- β
′

- ∑
A

′

2 r
_ 1

,
e l ( 2 r

- 1 ) ! 2
3 r

β
′( 2 r l )

で あ る｡ こ こ で ふβ
に対 して は β

′
-

7 r ( s 十 n/ 2 - 3/ 4) , y
'

n 声

に対 して は β
′

-
7 r ( s 十 n/ 2

- 1 / 4) で あ る｡ ま た係数A
′

2 ,- I

は次の と おり で あ る｡

Ai -

〟 十 3

- 3
-

鍋



表 1 . 式 (51) と式 (5 2) の 各項の 値｡ 上か ら第1 項 ､ 第 2 項､ 第 3 項､ 第4 項､

第 5 項 ､ 第 6 項の 値を示 して い る｡

S ∫.o
,
∫ γo

,
∫

･
′

ノo
,
∫ yム

,
s

1

2
.
4 7 . 9 X 1 0

-

I

7 . 9 ×】
ー0
~ 1

2
. 4

5 . 3 ×1 0~
2

1 . 6 × 1 0
~ 1

- 4 . 8 × 1 0
- 1

- 1 . 6 ×1 0- I

-

6 . 2 × 1 0
- 3

-

1 . 7 × 1 0
- 1

4 . 8 × 1 0~
2

1 . 8 × 1 0~
3

3 . 4.×1 0L
3

8 . 2 × 1 0- 1

- 7 . 7 X 1 0
-

3
3

.
2 × 1 0- 3

- 4 . 5 X 1 0-
3

- 9 . 9 9 . 2 4 . 2 × 1 0-
3

1 . 1 ×1 0~
2

2 . 2 X 1 0
2

- 2 . 1 ×1 0
2

- 1 . 1 ×1 0-
2

2

5 . 5 3 . 9 3 . 9 5 . 5

2 . 3 X 1 0
"

3 . 2 X 1 0
"

-

9 . 5 × 1 0
- 2

-

6 . 8 X l O-
2

- 4 . 9 ×1 0-
4

- 1 . 3 ×1 0~
3

3 . 9 ×1 0-
4

1 . 4 × 10~
▲

4 . 9 ×1 0-
5

2 . 6 × 1 0-
4

-

2 . 5 × 1 0
ー 4

-

4 . 6 × 1 0-
5

- 1 . 2 X 1 0-
5

- 1 . 3 ×10~
4

1 . 2 × 1 0
I 4

1 . 1 × 1 0
~ 5

5 . 5 × 1 0
- 6

1 . 1 X 1 0
- 4

- 1 . 1 ×1 0
~ 5

-

5 . 3 × 1 0
~ 6

3

8 . 6 7 . 1 7 . 1 8 . 6

1 . 4 × 1 0-
2

1 . 8 × 1 0
~ 2

- 5 . 3 ×1 0
~ 2

-

4 . 3 × 1 0
~ 2

-

1 . 3 × 1 0
- 4

- 2 . 3 ×1 0-
4

6 . 6 ×1 0
- 古

3 . 6 ×1 0
- 5

5 . 1 × 1 0~
8

1 . 4 × 1 0
ー 5

-

1 . 3 ×1 0
~ 5

-

4 . 8 X 1 0
- 6

-

5 . 1 × 1 0~
7

-

2 . 1 X 1 0
- 6

1 . 9 ×1 0ー
6

4 . 7 ×1 0~
7

9 . 4 × 1 0~
8

5 . 8 ×1 0ー
7

- 5 . 5 ×1 0~
7

- 9 . 1 ×1 0~
8

A3
- 7 J`

2

十8 2 JL - 9

A; - 4 ( 8 3 p
3

+ 2 0 7 5 p
2

- 3 0 3 9 JL + 3 5 3 7)

A与 - 6 ( 6 9 4 9 p
4

+ 2 9 6 4 9 2 JL
3

- 1 2 4 8 0 0 2 p
2

+ 7 4 1 4 3 8 0 JL - 5 8 5 3 6 2 7) 幽

Ab - 1 4 4( 70 1 9 7 p
5

+ 4 5 3 5 3 8 7 JL
4

- 3 8 0 5 1 2 3 0 J L
3

+ 5 2 7 9 7 3 8 6 2 p
2

- 2 4 9 1 5 1 5 4 9 5 〟 + 2 0 1 4 1 2 6 4 7 9) (49)

Ai l
- 7 2 0( 5 5 9 2 6 5 7 p

6

+ 5 0 7 5 8 5 2 1 0 p
5

- 7 1 2 1 3 7 6 9 7 7 p
4

+ 1 7 7 3 1 1 0 9 3 0 3 6 〟
3

- 2 0 7 9 3 3 8 3 0 4 4 1 7 JL
2

+ 9 9 6 9 9 1 0 2 8 6 2 0 2 p
-

8 0 5 7 5 3 1 2 3 2 0 6 3)

こ こ で は n
- 0 の 場合を扱 っ て い るの で

, 式 (37) は

1 1 2 4 1 2 0 9 2 8
jo

,
s , y o

, s
社 β +

{ B
~
盲そ蔽

+

15(8 β)
5

4 0 1 7 4 3 1 6 8 3 2 1 3 5 6 3 2 4 8 1 2 8

1 0 5( 8 β)
7

9 4 5( 8 β)
g

(5α

ー - (51)

と な る｡ こ こ で j o
,
s に 対 して β -

7T ( s - 1/ 4) , y o
,
s に 対 して

は β
-

7T ( s
- 3/ 4) で あ る｡ 同様に 式 (44) に つ い て は

. ,
,

3 3 6

' o
,
s , y o

,
s

毎 β
′

~
盲i ,

'
3T76i 7T 3

+

1 1 3 1 8 4

1 5( 8 B
'

)
5

3 7 4 6 3 2 1 2 8 3 0 9 3 6 9 8 2 7 1 7 4 4

1 0 5( 8 β
′

)
7

9 4 5( 8 β
′

)
g

+ ･ ･ ･ (52)

と なる ｡ こ こ でj
'

o
,
s に 対 して β

′
-

7T ( s - 3/ 4) , yら
,

s に 対 し

て は β
′

-
7T ( s

-

1 / 4) で あ る｡

- 4 -

表1 は式 (5 1) と式 (5 2) の 第 1 項 か ら第 6 項 ま で の 各

項の 値を s
- 1

,
2

,
3 に つ い て 示し たも の で あ る｡ j o

.
1 の 場合,

第1 項か ら第 4 項 まで の 絶対値は減少 し て い く が
, 第 5 項以

降 は増加に 転ずる ｡ y o
,
1 の 場合, 絶対値は第 2 項 ま で は 減少

して い く が
, 第 3 項以降増加 に 転ずる｡ j

'

o ,l の 場合, 絶対値

は第4 項 ま で 減少 して い く が
, 第 5 項以降増加 に 転ず る ｡

ノ1 ,
1 の場合, 絶対値 は第 3 項ま で 減少 して い く が

, 第4 項以

降増加 に転ずる｡ しか し
,

s
- 2 お よ び s

- 3 の と き,
い ず

れ の 場合 も絶対値 は単調 に 減少 して い く｡
マ ク マ ホ ン 展開 は

s> ,
n の もと に 導か れ た もの で あ るの で

,
s

- 1 の と き に 上 記

の よう な現象が起き て も不思議 で は な い ｡ T e m m e は式 ( 51)

と式( 52) の 第 1 項か ら第 4 項ま で を取 り入れ た パ デ( P a d
r

e)

近似 を用 い て 初期値を求 めた ｡ 表 2 は こ の よう に して 求 め た

初期値 (上段) と マ ク マ ホ ン 展開の 第 1 項 か ら第 4 項ま で の

和 ( 中段) を示 した も の で あ る｡ な お下段 は真 の 零点 で あ

るo s
- 1 の 場合,

パ デ近似が与え る初期値 の 方 が マ ク マ ホ

ン 展開が与え る初期値 よ り も い くら か真の 零点 に近 い
｡ な お

j
'

o
,
1

-

0 で あるの で , こ の 場合 は計算す る必要 は な い ｡ こ の

場合 は, 表 の 初期値 を使 っ て 計算する と失敗する ｡ また y o ,1

の 場合,
マ ク マ ホ ン 展開が 与え る初期値 は真の 零点と はか け

離れ て い るが
,

こ の 値を初期値と して 用 い て も正 し い零点が

得られ る｡ s
- 2

,
3 に つ い て は

,
どち らの 方法 も正 し い 初期値

を 与え る｡ β ≧ 3 の と き の 初期値 は も ち ろん 式 ( 5 1 ) や 式

(5 2) か ら求め られ るが, 式 (3 6) を使 っ て も求め られ る｡

表 3 は, s
- 3

,
4 の 場合 に つ い て こ れ ら二 つ の 方法に よ っ て

求 めた初期値 を示 した もの で ある ｡ すなわ ち上段 の数値 は
,

パ デ近似ま た は マ ク マ ホ ン 展開の 第 4 項ま で の和 で あり , 中

段は式 (3 6) か ら求め ら れ た値 で あ る ｡ な お 下段 は真 の 零



ベ
ッ セ ル 関数J

n
( x ) ,

とそ の 導 関数J
′

n ( x ) ,
Y

′

n
( x ) の零 点

蓑 2
. 式 (51) と式 (5 2) の 第 1 項か ら第4 項 まで を含めた パ デ近似 (上段) と

マ ク マ ホ ン 展開 (中段) か ら求 めた初期値｡ なお下段 は真の 零点で ある ｡

S

. P P ./ P / P

ノo β
y o ,s

) o y
o , a

.
M M ./

M / M

J o
,
s y o , s ) o y o

,
8

) o
,
s y o

,
ぷ

■
′

) o ?

′

y o
,
8

1

2 . 4 0 5 0 . 9 1 6 5 0 . 3 1 0 8 2 . 1 98

2
.
4 0 6 1 . 6 0 1

-

0 . 4 1 4 2 2
.
1 9 5

2 .
4 0 4 8 2 5 5 6 0 . 8 9 3 5 7 6 9 7 0 . 00 ㈱ 0 0 0 2

.
1 9 7 14 1 3 3

2

5 . 5 20 3 . 9 5 8 3 . 83 2 5 .
4 30

5 . 5 2 0 3 . 9 5 8 3 . 8 3 2 5 .
4 30

5 , 5 2 0 0 78 1 1 3 . 9 5 7 6 7 8 4 2 3 . 8 3 1 7 0 5 9 7 5
.
4 2 96 8 1 0 4

3

8 . 6 5 4 7 .
0 8 6 7 . 0 1 6 8 . 5 96

8 . 6 54 7 . 0 8 6 7 . 0 1 6 8 . 5 9 6

8 . 6 5 3 7 2 7 9 1 7 . 0 8 6 0 5 1 0 6 7 . 0 1 5 5 8 6 6 7 8 . 59 6 0 0 5 B 7

表 3 . s
- 3 ､ 4 場合 に ､

マ ク マ ホ ン 展開ま た はパ デ近似を用 い て 計算 し た初期

値(上段) と式(36) を用い て 計算し た初期値(中段) ｡ なお下段 は真の 零点 で あ る｡

S ) o
,
a y o

,
良

●′

) o
,
s

′

y o
,
s

3

8 . 6 5 4 7 . 0 8 6 7 . 0 1 6 8 . 5 96

8
.
6 3 5 7 . 0 2 2 7

.
6 6 3 8 . 6 6 2

8 . 6 5 3 7 2 7 9 1 7 . 0 8 6 05 1 0 6 7 . 0 1 5 5 8 6 6 7 8 , 5 9 6 0 0 5 8 7

4

l l . 7 9 2 1 0 . 2 2 2 1 0
.
1 7 3 l l . 7 4 9

l l . 7 8 7 1 0 . 21 4 ･ 1 0
.
1 9 9 l l . 7 6 2

l 1 . 7 9 1 5 3 4 4 1 0 . 2 2 2 34 5 0 1 0
.
1 7 3 4 6 8 1 l l . 7 4 9 1 5 4 8

点 で あ る｡ こ の 裏か ら,
い ずれ の 場合 も上段 の数値が 中段の

数値 より真 の 零点に 近 い の で , 実際 の 計算で は n ≧ 3 の 場合

に つ い て も
,

パ デ 近似 ま た は マ ク マ ホ ン展開が与 え る初期値

を用 い た方 が よい ｡

3 . 3 零点 の 計算

上記 の よ う に して 初期値が定ま る と, 零点 の 計算 を実行す

る段階 に な る｡ 表 4 は各 ベ
ッ セ ル 関数 の 零点を計算す ると き

に 使用 し た ニ ュ
ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法を ま と めた もの で ある ｡

た とえ ば アn ( x) の n ≧ 1 の 場合,
2 位の ニ ュ

ー ト ン ･ ラ フ ソ

ン 法で は n
- 9 4 4

,
s

- 3 の と き s
- 5 の 零点 が 求ま り,

n
-

9 4 4
,

s
- 4 の と き s

- 9 の 零点が 求 ま っ て し ま う ｡ ま た

J n ( x) の n ≧ 1 の場合,
2 位の ニ ュ

- ト ン ･ ラ フ ソ ン 法 で は

a
- 5 5

,
s

- 3 の とき s
- 5 の 零点が求 まり

,
a

- 5 5 , s
- 4 の

と き β
- 3 の 零点が求 ま っ て しまう ｡ 2 位の ニ ュ

ー ト ン ･

ラ

フ ソ ン 法 で あ ろ うと 3 位 の ニ ュ
ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法で あろ う

と
, 初期値 は式 (2 1) と式 (2 2) あ る い は式 ( 26) と式 ( 2

7) に よ っ て 与えられ るの で
,

この ような不合理 は2 位の ニ ュ
ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法 に起因す る も の と考え られ る｡ ま た 2 位 の

ニ ュ
ー ト ン ･ ラ フ ソ ン 法と 3 位の ニ

ュ
ー

ト ン ･

ラ フ ソ ン 法の

繰り返 し回数 は それ ほ ど変わ らな い の で . 計算 をする とき に

は 3 位の ニ ュ
ー ト ン ･ ラ フ ソ ン 法を用 い た方が無難で あ る｡

なおJ n( x) や Y n( x) の 計算 は
,

I M S I J M a t h L i b r a r y の サ ブ

プ ロ グ ラ ム D B S J N S や D B S Y S を用 い て 行 っ た ｡ 零点 が 漏れ

なく 求め られ たか どうか は次 の よう に して 判断 した ｡ す な わ

ち連続 した 二 つ の 零点 の 問を10 等分 し, 両端 の 零点を除く 9

点で 関数の 値を計算 し
, 隣り 合う 二 つ の 関数 の値 の 積 を求 め

た｡ もしす べ て の横が 正で あれ ば
,

こ の 二 つ の 零点の 問に は

はか に 零点 は 存在 しな い と考え られ るが, もし こ の 墳 が 一 つ

で も負 に な れ ば,
こ の 二 つ の 零点の 間 に は計算さ れ な か っ た

別 の零点が存在する こ と に な る｡

4 . むすび

第 1 穐 第 2 種 ベ
ッ セ ル 関数J n ( x) ,

Y ,i( x ) お よ び そ の 導

関数 Jム( x) ,
Y;( x) の 零点を た だ 二 つ の プ ロ セ ス で 求 める方

法に つ い て 述 べ たo 次数n
- 0 の場合,

マ ク マ ホ ン 展開 の 4

項目 まで を用い る限り, 初期値を パ デ近似 か ら求め て も マ ク

マ ホ ン 展開 か ら求 めて も正 しい 零点が求 め られ る ｡ ま た n ≧

1 の 場合,
す で に求 め られ た 二 つ の 零点を用 い て 次の 零点 の

初期値 を求 め た｡ こ の よう な方法を と る こ と に よ っ て
, 前 二

つ の 零点の 情報を次 の零点 に 反映さ せ
. 結果と して 漏れ な く

零点を求 める こ とが で きた ｡ Y n( x ) とJ n ( x ) の 零点 は
,

n ≧

1 の とき 3 位の ニ
ュ

ー

ト ン ･ ラ フ ソ ン 法 を用 い な けれ ば な ら

な い が
,

こ れ以外の 場合 は 2 位 の ニ ュ
ー ト ン ･ ラ フ ソ ン 法で

よい o n とs の 広 い範囲の 組 み合わ せ に 対 して 零点 の計算が で

き る こ と を確か めて あ るの で , 本論文に 述 べ た方法 は はと ん

どの 用 途に 使用 で きる もの と思わ れ る ｡
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蓑 4 .
ニ ュ

ー ト ン ･

ラ フ ソ ン 法の 選択

J n ( x ) Y n ( x ) く㍍( ∬) ア㌦( ∬)

n
- 0 2 位 2 位 2 位 2 位

n > 1 2 位 3 位 3 位 2 位
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付錬 Jム( x) の零点 jL
,

s

こ の 付録で は文献[ 1 ] の 表を拡張す る 意味 を 込め て
, 表 5

と して Jム( x) の 零点J
L

L
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s を20 ≦ n ≦ 4 9

,
1 ≦ s ≦ 6 0 の 範囲 で 示

す｡



ベ
ッ セ ル 関数J

n
( x )

,
と そ の 導関数J

′

n
( x )

,
Y

′

n
( x ) の 零点

表 5 ･ Jニ( x) の 零点j:
,
s

S

●
′

j 20
,
s

･
′
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,
∫

･
l

ノ22
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∫
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ノ2 3
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∫

I (
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∫

･ ′

ノ2 5
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∫
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表 5 ･ ･ J;( x) の零点jこ
,
s
( 続き)

S

･
′

j 2 6
,
s

■ ′

J 2 7
,
s

■
′

j 28
,

s

ー
′

j 29
,
s

･
′

ノ3 0
,
∫

･
r

ノ3ー
,
∫
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ベ ッ セ ル 関数J
n
( x )

,
とそ の 導関数J

′

n ( x ) ,
Y

′

n ( x ) の 零点

表 5 L Jこ( x) の零点jニ
,
s
( 続き)

S

イ

ノ3 2
,
∫

･
′

ノ33
,
∫

･
′

ノ3 4
,
∫

･ I

ノ3 5
,
∫

･ /

ノ36
,
∫

●′

j 37
,
s

1 34 ー 5 88 46 7 66 3 5 . 61 47 49 22 36 _ 6 40 50 78 5 3 7 _ 66 57 68 85 3 8 _ 6 90 55 56 5 3 9 . 71 4 889 9 3

2 40 . 7 97 17 69 0 4 1 . 87 5 40 32 4 42 . 9 52 1 8 25 4 4 4 . 02 75 80 73 45 .
1 01 65 90 5 4 6 . 1 74 47 44 5

3 4.5 . 5 10 18 22 8 4 6 . 62 17 6 75 0 4 7 . 731 3 77 47 4 8 . 83 90 98 83 49 . 9 45 01 22 8 5 1 . 0 49 19 30 7

4 49 . 7 62 45 8 10 5 0 . 90 0 44 57 3 52 . 0 36 0 82 72 5 3 . 16 94 68 79 54 . 3 00 69 69 8 55 . 4 29 85 42 8

5 5 3 . 7 6 5 09 5 96 5 4 . 92 52 7 1 6 6 5 6 . 0 8 2 8 1 3 1 6 5 7 . 2 3 7 8 28 76 58 . 3 90 4 1 9 74 59 _ 5 40 68 09 4

6 57 . 6 07 3 42 09 58 . 7 86 75 26 9 5 9 . 9 6 330 8 50 6 1 .
1 3 7 123 4 7 62 . 3 08 30 4 35 63 _ 4 76 95 1 33

7 6 1 . 3 3 68 38 44 6 2 . 5 3 3 2 5 25 6 6 3 . 72 66 37 52 6 4 . g 1 7 1 1 0 8 5 66 . 1 0 47 82 88 67 . 2 89 75 7 30

8 64 . 9 82 4 48 97 6 6 . 19 4 1 0 02 6 6 7 . 40 25 83 36 6 8 . 60 80 1 790 69 . 8 10 5 16 36 71 . 0 10 1 84 63

9 68 . 5 6 31 38 57 6 9 . 7 88 58 36 6 7 l . 01 07 49 32 7 2 . 22 97 5 61 9 73 . 4 45 7 17 83 74 . 6 58 7 41 37

EE] 72 . 0 92 0 97 54 7 3 . 3 30 12 94 3 7 4 . 5 6 47 92 94 7 5 . 79 62 0 88 6 77 . 0 2 44 91 11 78 . 2 49 7 47 24

四 75 . 5 7 8 8 96 38 7 6 . 82 8 48 77 8 7 8 . 07 46 39 98 7 9 . 31 7 47 33 4 80 . 5 57 1 01 49 81 . 7 93 6 31 88

EE] 79 . 0 30 7 10 64 8 0 . 2 90 97 49 7 8 1 . 54 77 44 25 8 2 . 80 1 13 78 9 84 . 0 5 12 68 8 1 85 . 2 98 2 43 89

1 3 82 . 45 30 63 1 1 8 3 . 7 23 22 65 6 8 4 . 98 98 51 54 8 6 . 25 30 5 61 6 87 . 5 12 9 52 25 88 . 7 69 6 45 80

1 4 85 . 8 5 02 96 78 87 . 1 29 67 7 62 8 8 . 40 54 86 97 8 9 . 67 7 84 13 8 90 . 9 4 68 51 32 92 . 2 12 6 21 63

1 5 89 . 2 2 58 88 62 9 0 . 5 13 8 81 47 9 1 . 79 82 78 59 9 3 . 07 9 19 47 4 9 4 . 35 67 38 87 95 . 63 1 0 14 42

1 6 92 . 5 8 26 6 499 93 . 8 7 872 8 62 9 5 . 17 11 79 70 9 6 . 4 60 13 10 8 97 . 74 56 89 98 99 . 02 79 58 36

1 7 9 5 . 9 2 29 53 64 97 , 2 2 66 0 1 3 0 9 8 . 52 6 6 2 5 92 9 9 . 8 23 13 83 2 10 1 . 11 62 43 8 7 1 02 . 40 60 42 93

1 8 9 9 . 24 86 93 60 1 0 0 . 5 5 9 4 8 531 1 0 1 . 8 6 6 6 48 85 l O 3 . l 7 0 2 9 29 6 10 4 . 4 7 0 5 2 1 1 0 1 0 5 . 7 6 7 4 3 192

EE] 10 2 ー 5 6 15 16 40 1 0 3 _ 87 90 52 57 lO 5 . 1 9 29 60 07 10 6 . 5 03 34 54 7 10 7 . 8 1 03 10 29 1 09 . 1 1 39 51 39

2 0 10 5 . 86 28 07 0 3 1 07 . 1 8 67 23 30 10 8 . 5 0 70 14 34 10 9 _ 8 23 78 45 2 l l l _ 1 3 71 33 40 l 12 . 44 71 56 0 3

2 l 10 9 . 15 37 50 5 4 I l o . 48 37 13 43 11 1 . 81 00 57 90 1 13 . 1 32 88 6 15 11 4 . 45 22 9 57 3 1 1 5 . 76 83 79 8 6

2 2 1 1 2 . 43 53 68 1 8 l 1 3 . 77 10 71 44 11 5 . lO 31 66 02 1 16 . 4 3 1 75 19 1 11 7 . 75 69 2 46 6 1 1 9 . 07 87 75 6 4

2 3 11 5 . 7 0 8 5 4 5 70 1 1 7 . 04 97 07 26 1 1 8 . 38 72 72 3 4 1 1 9 . 7 21 3 3 8 7 7 1 2 1 . 0 5 20 00 1 2 1 2 2 , 37 93 4 59 1

24 11 8 . 97 40 5 58 8 1 20 . 32 04 1 5 1 5 12 1 . 66 3 1 92 30 1 23 . 0 02 48 30 2 12 4 . 33 83 7 88 7 1 2 5 . 67 09 67 5 7

25 12 2 . 23 25 7 65 1 1 2 3 . 58 38 92 18 12 4 . 9 31 641 92 1 26 . 2 75 9 192 9 12 7 . 61 68 1 39 2 12 8 . 95 44 11 6 9

26 12 5 . 48 47 0 50 3 1 2 6 . 84 07 53 06 12 8 . 19 32 52 9 4 12 9 . 5 42 29 6 13 13 0 . 88 79 7 03 1 1 3 2 . 23 03 59 5 9

27 12 8 . 73 09 70 4 0 1 3 0 . 09 15 42 39 1 31 . 4 485 8 532 1 32 . 8 02 18 8 61 13 4 . l5 24 3 80 5 1 3 5 . 49 94 15 9 8

28 13 1 . 97 1 842 9 9 1 3 3 . 33 67 44 60 1 34 . 69 81 3 74 0 1 36 . 0 56 10 8 80 13 7 _ 41 07 42 7 3 1 3 8 . 76 21 19 7 7

29 l3 5 . 20 77 42 5 9 13 6 . 5 7 67 92 33 1 37 .
9 42 35 44 5 1 39 _ 3 0 45 14 42 1 40 . 66 33 5 43 2 14 2 . 01 89 5 30 7

30 13 8 . 43 90 4 53 2 l3 9 . 8 1 20 73 30 1 41 _ 1 81 63 56 9 1 4 2 . 5 4 78 16 04 1 43 . 9 10 69 46 4 14 5 . 27 0 34 87 1

31 14 1 . 6 66 08 92 1 1 4 3 . 04 29 36 21 l 44 . 4 1 6 34 03 2 14 5 . 7 8 63 83 22 1 47 . 1 5 3 1 43 45 1 4 8 . 5 16 69 66 0

32 14 4 . 8 89 17 90 7 14 6 . 26 96 9 559 1 47 . 6 46 79 24 8 149 . 0 2 05 49 60 1 5 0 . 3 91 0 43 78 15 1 . 75 8 34 90 1

3 3 14 8 . 1 08 59 0 5 8 1 4 9 . 49 26 3 60 3 1 50 ー 8 73 28 55 8 152 . 2 5 06 17 30 1 5 3 . 6 24 70 6 36 15 4 . 99 5 62 5 1 9

3 4 15 1 . 3 2 4 5 7 3 7 2 1 5 2 . 71 2 0 1 5 7 2 1 54 . 0 9 6 0 8 5 9 1 1 55 . 47 6 8 60 64 1 56 . 8 5 4 4 1 3 4 5 1 5 8 . 22 8 8 1 5 2 3

3 5 1 54 . 5 37 3 55 80 15 5 . 92 80 6 95 1 1 57 . 3 15 43 58 l 1 5 8 . 69 95 29 34 1 60 . 0 80 4 22 06 16 1 . 4 58 1 8 3 39

3 6 1 57 . 7 4 7 1 4 4 01 1 5 9 . 1 4 1 0 1 1 5 7 1 60 . 5 3 1 5 5 63 3 16 1 . 91 88 5 1 28 1 63 . 3 02 9 66 86 1 64 . 6 83 9 7 1 00

3 7 1 6 0 . 9 5 41 2 7 64 1 62 . 3 5 1 03 76 3 1 6 3 . 7 4 464 9 59 16 5 .
1 3 5 0 34 92 1 66 . 5 2 22 62 53 1 67 . 9 06 39 8 95

3 8 1 64 . 1 5 84 80 05 1 65 ,
5 58 32 70 l 16 6 . 9 5 490 0 81 16 8 . 34 82 7 13 1 1 69 . 73 85 05 95 1 7 1 . 1 25 6 69 88

3 9 1 67 . 36 03 60 26 1 68 . 7 63 04 42 8 17 0 . 1 6 24 80 07 17 l . 55 87 3 59 8 1 72 . 95 1 8 78 0 3 1 74 . 3 4 19 70 02

4 0 1 70 . 55 99 14 52 1 71 . 9 65 34 0 81 17 3 . 36 75 43 84 17 4 . 76 6 590 4 6 1 7 6 . 16 25 45 32 1 77 . 55 54 70 90

4 1 l 7 3 . 75 72 77 53 1 75 . l 65 35 6 12 17 6 . 57 02 36 36 l7 7 . 97 19 8 37 2 1 7 9 . 37 06 61 4 6 1 80 . 76 63 30 80

4 2 17 6 . 95 25 73 60 1 78 ー 3 63 2 18 96 17 9 . 77 06 90 85 18 1 . 1 75 05 3 35 18 2 . 57 63 68 4 0 1 8 3 . 97 46 96 00

4 3 l 8 0 . 1 4 5 9 1 7 6 6 1 8 1 . 5 59 0 48 42 1 8 2 . 9 6 90 30 52 18 4 . 3 7 5 92 6 67 l8 5 . 7 7 9 7 9 75 6 1 8 7 . 1 8 07 0 195

4 4 18 3 . 33 74 1 61 0 184 . 7 5 29 54 81 18 6 . 1 6 53 69 5 4 18 7 _ 5 7 472 1 71 18 8 . 98 1 0 7 07 6 190 _ 38 44 74 2 7

4 5 1 8 6 . 52 71 6 76 2 18 7 . 94 50 40 44 18 9 . 35 98 1 386 19 0 . 7 7 1 5 48 00 19 2 . 1 8 0 30 11 1 19 3 . 5 8 6 1 29 6 1

46 18 9 . 71 5 26 38 7 19 1 . 13 54 00 39 19 2 . 55 2 46 19 4 l 93 . 9 6 65 07 39 19 5 . 3 77 59 38 1 19 6 . 78 57 7 65 1

47 19 2 . 90 1 79 01 2 1 9 4 . 32 41 23 1 3 19 5 . 7 43 40 54 2 1 97 . 15 96 94 68 19 8 . 5 73 04 68 1 19 9 . 98 3 5 160 5

48 19 6 . 0 86 82 57 7 l 9 7 . 5 1 1 2 9 107 1 98 . 9 32 72 97 3 2 0 0 . 3 5 1 1 98 27 20 l . 7 66 75 1 48 20 3 . l 7 9 44 25 2

49 19 9 . 2 70 44 49 1 2 0 0 . 69 69 8 1 1 1 2 02 . l 20 5 14 57 2 0 3 . 54 11 00 65 2 04 . 9 58 79 30 9 20 6 . 3 73 64 39 9

5 0 20 2 . 4 52 7 167 0 2 0 3 . 88 1 2 6 50 9 2 0 5 . 306 8 34 42 2 0 6 . 72 9 4 7 8 96 2 08 . 1 49 2 5 1 39 20 9 . 5 66 20 2 81

5 1 20 5 . 6 33 70 5 83 2 0 7 . 06 42 1 01 8 2 0 8 . 491 75 89 6 2 0 9 . 91 64 05 36 2 11 . 3 38 2 01 02 21 2 . 7 57 19 6 09

52 2 08 . 8 13 4 72 84 21 0 . 2 45 87 93 0 2 11 . 67 53 53 46 21 3 . 10 19 47 4 5 2 14 . 5 2 57 11 93 2 15 _ 9 46 69 6 09

5 3 2 11 . 9 92 0 74 48 21 3 . 42 6 33 14 3 2 1 4 . 85 76 79 11 21 6 . 28 61 6 86 7 2 17 . 7 1 18 49 75 2 19 . 1 3 47 70 64

5 4 2 15 . 1 69 5 64 0l 21 6 .
60 5 62 19 2 2 1 8 . 03 87 93 38 21 9 . 46 91 2 85 4 2 20 _ 89 66 76 11 2 22 . 321 4 83 45

5 5 2 18 . 3 4 5 9 9 143 2 19 . 7 83 8 0 2 7 7 2 2 1 . 21 87 50 25 22 2 . 6 5 0 88 30 4 2 2 4 . 08 02 48 94 2 25 . 50 68 94 43

5 6 2 21 . 5 2 1 4 03 76 22 2 . 9 60 92 28 9 2 2 4 . 39 76 00 5 1 22 5 _ 8 31 48 48 4 2 2 7 . 26 26 22 79 2 28 . 69 1 0 59 98

5 7 2 2 4 . 69 5 8 45 2 5 22 6 . 1 37 02 83 2 22 7 . 57 53 91 97 ･ 22 9 . 0 1 0 98 35 3 2 30 . 44 38 4g O2 2 31 . 87 40 33 2 4

58 2 27 . 86 93 57 6l 2 29 . 3 12 16 2 44 23 0 . 75 21 69 71 23 2 . l 89 42 58 6 2 3 3 . 62 39 76 0 7 2 3 5 . 05 58 6 432

5 9 2 3 1 . 0 4 19 80 13 2 32 . 48 636 6 16 23 3 .
92 79 76 24 23 5 . 3 66 85 59 6 23 6 . 80 30 49 6 6 2 3 8 . 23 66 00 5 4

6 0 2 3 4 . 21 37 49 93 2 35 . 65 96 78 10 23 7 . 1 0 28 5 1 71 2 38 . 5 43 31 5 49 23 9 . 98 1 1 1 29 7 2 4 1 . 41 62 8 65 8
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表 5 ･ Jこ( x) の零点j:
,
s
( 続き)

S

･
′

j 38
,

.I
.

･ ′

ノ39
,

.～

･ r

J 4 0
,
s

■
′

j 4 l
,
s

■
′

ノ42
,
∫

'
I

j 4 3
,

s

1 4 0 . 73 87 91 8 4 41 . 76 22 80.12 -_ 42 . 7 85 372 2 6 43 . 8 08 08 45 8 4 4 . 83 04 32 35 45 . 8 52 42 9 88

2 4 7 . 24 60 80 0 6 4 8 . 31 65 25 48 49 . 3 8 5 8 5 71 2 50 . 4 54 1 184 8 5 1 . 5 2 1 3 5 0 39. 52 . 5 87 59 12 2

3 5 2 . 1 5 1 7 11 54 5 3 . 25 26 33 53 54 . 3 5 20 20 7 7 55 . 4 49 93 12 2 5 6 . 5 4 64 19 41 57 . 6 41 53 66 8

4 56 . 55 70 22 1 5 5 7 . 68 22 76 99 58 . 80 5 690 5 8 59 . 92 7 33 04 2 6 1 . 04 72 60 12 62 . 16 5 53 97 0

5 6 0 . 68 87 01 38 61 . 83 45 64 66 6 2p. 9 78 349 4 8 6 4 . 12 01 2 99 9 6 5 . 25 99 76 13 66 . 39 7 95 40 2

6 6 4 . 64 31 58 5 5 6 5 . 80 70 14 62 66 _ 9 68 60 30 5 68 . 12 8 00 26 5 6 9 . 28 52 87 88 70 . 4 40 52 92 0

7 6 8 . 47 21 3 170 69 _ 65 1 9 98 10 70 . 82 9 44 33 4 72 . 0 04 54 94 9 7 3 . 17 73 94 2 1 74 _ 3 480 510 4

8 7 2 . 20 71 22 53 7 3 . 401 4 24 30 7 4 . 59 31 79 0 0 75 . 7 82 47 09 2 7 6 . 96 93 79 91 78 ∴1 5 3 98 17 2

9 7 5 . 86 89 27 89 7 7 . 0 7 63 72 99 7 8 . 28 1 1 6 712 . 79 . 4 83 39 59 8 8 0 . 68 3 1 40 89 81 . 8 80 47 90 3

1 0 7 9 . 4 7 20 78 95 80 . 6 9 15 82 47 8 l ー 90 8 34 9 00 83 . 12 2 46 50 7 8 4 . 33 40 12 8 3 8 5 . 5 4 3 07 03 9

EE 8 3 . 0 2 7 1 66 2 1 8 4 . 2 5 78 00 87 8 5 _ 4 85 6 2 7 3 1 86 . 7 10 73 23 7 8 7 . 93 3 1 98 6 1 8 9 . 1 53 10 4 61

EE] 8 6 . 54 2 164 43 87 . 7 8 31 2 6 5 6 8 9 . 02 1 2 2 1 5 7 9 0 . 2 5 6 5 3 6 2 6 9 1 . 48 9 1 53 23 92 . 7 1 9 1 5 1 1 6

1 3 9 0 . 02 32 37 38 9 1 . 2 7 3 8 22 53 9 2 . 52 1 492 0 7 93 . 7 6 6 33 24 7 9 5 . 00 84 26 07 96 . 2 47 85 1 40

14 9 3 . 47 52 51 89 9 4 . 73 48 36 79 9 5 . 99 1 46 64 6 9 7 . 2 45 22 67 7 9 8 . 49 61 99 60 99 . 7 44 46 3 10

1 5 9 6 . 90 2 1 1 9 8 1 98 . 1 7 01 48 68 9 9 . 4 35 1 90 28 10 0 . 69 7 32 97 1 1 0 1 . 95 66 48 16 1 03 . 2 13 22 32 4

16 1 0 0 . 30 7 0 33 26 10 1 . 5 8 30 07 17 10 2 . 85 59 68 28 10 4 . 1 2 6 0 0 07 6 1 0 5 . 39 3 1 85 02 1 06 . 6 5 7 5 9 7 9 4

1 7 10 3 . 69 26 3 1 08 1 0 4 . 9 7 60 99 50 lO 6 _ 25 6 5 3 5 23 1 0 7 . 5 340 2 13 9 10 8 . 80 86 3 747 1 1 0 . 0 80 4 59 54

1 8 10 7 . 06 1 1 1 9 4 6 1 08 . 35 1 6 73 51 lo g _ 63 9 1 79 8 4 1 1 0 . 92 3 72 04 8 1 12 . 20 53 73 90 1 1 3 . 4 8 4 2 1 5 2 4

1 9 I l o . 4 1 43 61 24 l il _ 71 1 6 28 1 5 1 1 3 . 00 58 36 59 1 14 . 29 7 06 73 7 11 5 . 58 53 97 89 1 16 . 8 70 90 2 32

E] 1 1 3 . 75 39 43 22 l 1 5 _ 0 5 7 5 81 78 11 6 . 35 81 54 82 1 17 . 6 55 74 19 1 1 1 8 . 95 04 19 30 1 20 . 2 42 26 0 13

2 1 11 7 . 08 12 27 66 1 18 . 39 09 24 43 1 1 9 . 69 75 51 87 12 1 . 00 1 1 8 82 6 1 2 2 . 30 1 9 08 69 1 23 . 5 99 78 52 1

2 2 12 0 . 39 73 92 31 1 21 . 71 28 58 41 1 2 3 . 02 52 5 420 12 4 . 3 34 65 66 7 1 2 5 . 64 1 1 39 68 1 26 . 9 44 77 42 0

2 3 1 2 3 . 70 34 6 19 1 1 2 5 . 0 2 4 4 3 0 2 9 1 2 6 . 34 2 329 88 12 7 . 6 5 7 2 3 6 3 4 1 2 8 . 9 6 92 22 33 1 30 . 2 7 8 3 57 6 6

2 4 1 2 7 . 0 0 0 3 3 3ー7 12 8 . 32 6 5 5 6 3 1 1 2 9 , 6 4 9 7 1 4 3 8 1 30 . 9 69 88 16 8 13 2 . 2 8 7 1 2 9 6 5 l 3 3 . 6 0 1 52 6 96

2 5 13 0 . 28 87 9 4 9 9 1 31 . 62 00 42 89 1 32 . 9 482 3 13 4 1 34 . 2 73 43 33 3 13 5 . 5 9 5 7 1 9 0 4 l 36 . 9 15 15 6 00

2 6 13 3 . 56 95 44 69 1 34 . 90 56 03 1 5 1 3 6 . 2 38 609 47 1 37 . 5 68 63 53 2 13 8 . 89 57 49 6 3 1 40 . 2 20 01 8 79

2 7 13 6 . 84 32 0 14 8 13 8 . 18 38 70 56 1 39 _ 52 1 49 630 1 40 . 8 561 4 90 5 14 2 . 18 78 96 51 1 43 . 5 16 80 3 91

2 8 14 0 . 1 1 03 1 7 40 1 4 1 . 45 54 10 12 14 2 . 79 7 469 6 1 1 44 . 1 36 56 49 0 l4 5 . 4 7 27 62 4 7 1 46 . 8 06 1 2 6 42

2 9 14 3 . 3 7 1 3 8 652 1 4 4 . 72 07 27 70 14 6 ー 06 70 4 690 1 47 . 4 1 0 41 18 5 1 4 8 . 75 0 8 87 82 1 50 . 0 88 5 37 78

3 0 14B . 62 6 8 52 58 1 47 . 98 02 77 79 1 4 9 . 33 06 93 29 15 0 . 6 78 1 6 5 50 152 , 02 27 58 52 1 53 . 3 64 53 4 17

3 1 1 4 9 . 87 71 15 45 15 1 . 2 3 4 4 70 13 15 2 . 58 88 28 22 1 5 3
. 94 02 549 1 1 5 5 . 28 88 13 09 1 56 . 6 34 5 6 3 48

3 2 1 5 3 . 1 2 25 36 58 1 54 . 48 36 75 18 15 5 . 84 18 31 11 15 7 . 19 70 6 82 9 1 5 8 . 54 94 48 46 1 59 . 89 9 03 12 5

3 3 1 5 6 . 36 34 43 60 1 5 7 . 7 2 82 28 92 15 9 . 09 00 46 13 16 0 . 44 89 5 79 4 1 61 . 80 50 24 96 l 63 . 1 58 30 57 2

34 159 . 6 00 1 34 36 1 60 . 9 6 8 4 3 6 8 3 16 2 . 33 37 86 34 16 3 . 69 6 2 4 441 1 65 . 0 5 5 8 7 0 5 2 1 6 6 . 4 1 2 722 14

3 5 1 62 . 8 32 8 80 28 16 4 . 2 04 5 77 41 l 6 5 . 5 7 33 37 24 16 6 . 93 92 20 1 1 1 68 . 3 02 2 84 40 16 9 . 66 25 86 5 3

3 6 1 66 . 0 6 1 92 9 31 16 7 . 4 36 90 5 1 6 1 6 8 _ 80 8 9 59 79 Ⅰ7 0 . 1 7 8 1 5 2 42 1 7 1 . 5 4 45 40 31 17 2 . 90 8 1 78 88

3 7 1 6 9 . 2 8 7 5 0 8 46 17 0 . 66 5 6 5 3 1 6 1 72 . 0 4 08 93 1 1 1 7 3 _ 4 1 3 2 8 6 3 8 1 74 . 7 82 8 89 18 1 7 6 . 1 4 97 5 5 9 3

3 8 1 72 . 5 0 9 82 60 6 17 3 . 89 10 3 53 7 1 7 5 . 269 3 5 6 70 17 6 . 64 48 47 03 1 7 8 . 0 1 7 5 6 1 52 17 9 . 38 75 53 60

39 l 7 5 . 7 2 9 0 7 3 6 4 1 7 7 . 1 1 32 4 8 5 7 1 7 8 . 4 9 4 5 5 2 5 5 1 79 . 8 7 30 4 1 4 9 1 8 1 . 2 4 8 7 6 9 5 3 18 2 . 62 1 7 89 14

40 17 8 . 9 4 5 42 76 6 18 0 . 33 24 7 409 18 1 . 71 66 66 83 1 8 3 . 09 80 60 73 18 4 . 4 76 7 08 94 1 8 5 . 85 26 62 97

4 1 1 8 2 . 1 5 9 0 5 0 9 8 18 3 . 5 4 88 79 3 6 l 84 . 9 35 8 71 48 186 ー 32 00 81 1 7 18 7 . 7 01 56 05 8 189 . 0 8 03 60 32

42 18 5 _ 3 7 0 0 9 4 1 9 1 8 6 . 76 26 19 2 1 1 8 8 . 1 5 2 32 55 6 189 . 5 3 9 2 66 03 1 9 0 . 9 23 49 18 5 192 . 30 5 0 5 2 70

43 18 8 . 5 7 8 6 9 6 7 5 18 9 . 9 7 38 37 09 1 9 1 . 3 6 6 17 64 5 192 . 7 5 5 7 6 6 6 3 1 9 4 . 1 42 65 79 4 19 5 . 5 2 68 9 9 1 5

44 19 1 . 78 4 98 80 2 19 3 . 18 26 66 10 1 94
.
5 7 7 5 6 09 6 1 95 . 9 69 72 3 45 1 9 7 . 3 5 9 20 29 6 1 98 . 7 46 0 47 39

4 5 19 4 . 98 90 8 82 0 1 9 6 . 38 92 29 93 19 7 . 7 86 60 62 5 l 99 . 1 8 1 2 670 9 20 0 . 5 732 6 09 3 2 0 1 . 9 62 6 34 8 4

4 6 1 9 8 . 1 9 1 1 09 13 199 . 59 36 43 69 20 0 . 99 3 430 70 2 02 . 3 90 51 91 7 20 3 . 78 49 5 67 0 2 05 . 1 76 78 9 53

4 7 20 1 . 39 11 5 49 9 2 02 . 79 60 14 67 20 4 ー 19 8 14 46 6 2 05 . 5 97 59 30 8 2 0 6 . 99 4 40 66 7 2 08 . 3 88 63 0 86

4 8 2 0 4 . 58 93 2 30 0 2 0 5 . 9 9 64 43 00 20 7 . 4 0 08 5 1 1 5 2 08 ∴80 25 9 47 0 2 10 . 20 17 19 5 8 2 11 _ 5 98 27 04 1

4 9 2 0 7 . 78 5 7 03 99 2 09 . 19 50 22 22 2 10 . 6 0 16 46 43 2 12 ー 00 56 2 30 2 2 1 3 . 40 69 97 08 2 14 . 8 0 5 8 1 2 4 9

5 0 2 10 .

､■98 03 82 90 2 12 . 3 9 18 39 87 2 13 . 80 06 2 0 6 1 2 1 5 . 20 6 7 706 8 2 1 6 . 61 03 34 38 2 18 . 0 1 1 3 5 48 2

5 1 2 1 4 . 17 34 39 2 8 2 15 . 5 8 69 77 95 21 6 . 99 78 58 10 2 18 . 40 6 12 45 0 2 19 . 8 1 1 8 20 68 22 1 . 2 14 98 89 9

5 2 2 1 7 . 36 49 47 7 3 2 18 . 780 5 13 33 22 0 . 19 34 38 09 22 1 . 60 37 65 9 5 2 2 3 . 0 1 1 5 39 71 22 4 . 4 16 80 09 8

5 3 2 2 0 . 55 49 78 2 5 2 2 1 . 9 72 5 18 22 22 3 _ 38 74 34 92 22 4 . 79 97 7 15 4 2 2 6 . 20 95 70 12 22 7 . 6 16 87 15 7

54 2 2 3 . 74 35 96 63 2 2 5 . 1 6 30 60 45 22 6 . 5 7 99 18 49 ･ 22 7 . 99 42 1 320 2 29 . 40 59 85 87 23 0
. 8 1 52 7 67 5

5 5 2 2 6 . 93 08 6 4 73 2 28 . 3 52 2 03 84 ■ 22 9 _ 7 7 0 9 5 4 5 7 2 31.. 1 8 7 1 5 86 3 2 32 . 60 08 56 6 1 2 3 4 _ 0 1 2 0 8 80 6

5 6 2 3 0 . 11 68 40 82 2 3 1 . 5 4 0 0 08 50 23 2 _ 96 06 0 5 1 1 2 34 . 37 86 7 1 62 2 3 5 . 79 42 47 92 23 7 _ 20 7 3 729 3

.57 2 3 3 . 30 1 5 79 78 2 34 . 7 26 5 3 1 1 0 2 3 6 . 1 4 89 28 52 23 7 _ 5 6 88 12 3 1 2 38 . 98 62 2 1 7 1 24 0 . 40 1 19 49 7

5 8 2 3 6 . 48 51 33 43 2 3 7 . 9 11 82 5 08 23 9 . 33 5 9 79 91 24 0 . 75 76 37 49 2 42 . 1 7 68 36 40 24 3 . 5 9 3 61 42 5

5 9 2 39 . 66 75 50 64 2 41 . 0 95 9 409 3 24 2 . 52 18 11 34 2 43 . 94 5 2 00 78 2 45 . 36 6 1 47 17 24 6 . 78 4 68 75 2

6 0 2 42 . 84 88 77 62 2 44 . 2 78 92 6 36 24 5 . 70 64 72 03 24 7 . 13 15 52 89 2 48 . 55 42 06 25 24 9 . 97 4 46 84 8
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ベ
ッ セ ル 関数J

n
( x )

,
と そ の 導関数J

′

n( x ) ,
Y

′

n ( x ) の 零点

表 5 ･ Jニ( x ) の 零点 j;
,
s
( 続き)

S

･
′

ノ44
,
∫

･
′

j 45
,
s

･
′

j 4 6
,
s

･ ′

ノ4 7
,
∫

･
r

J 4 8
,
s

･
′

ノ49
,
∫

1 4 6 . 8 74 09 06 1 4 7 . 89 54 27 16 48 . 9 1 6 45 1 42 49 . 93 71 74 58 5 0 . 9 57 60 72 3 5 1 . 97 77 59 35

2 5 3 . 6 5 2 8 7 7 1 0 5 4 . 71 72 4 2 08 5 5 . 7 80 71 8 31 5 6 . 84 33 36 16 5 7 . 9 05 1 2 43 6 5 8 . 96 6 1 1 0 1 5

3 5 8 . 7 3 5 33 1 4 6 5 9 . 82 78 49 46 60 . 9 1 9 1 339 2 6 2 . 00 92 25 75 6 3 . 0 98 1 6 37 1 6 4 . 1 8 59 8 460

4 63 _ 2 82 22 58 2 6 4 . 39 73 72 0 8 65 . 51 10 29 23 6 6 . 62 32 45 35 67 . 7 34 06 6 10 6 8 . 84 35 3 48 2

5 67 . 5 34 1 2 6 1 5 6 8 . 66 85 5 17 5 69 . 80 1 2 86 92 7 0 . 93 23 84 95 72 . 0 6 1 89 6 44 7 3 . 1 8 98 69 5 1

6 7l . 5 93 79 3 34 7 2 . 74 5 14 3 57 7 3 . 89 46 39 94 7 5 . 04 23 39 52 76 . 1 88 29 6 59 7 7 . 33 25 6 28 2

7 75 . 5 1 6 5 89 7 6 7 6 _ 68 30 765 8 7 7 . 84 7 5 7 4 4 5 7 9 . 01 01 4 324 80 . 1 70 8 39 93 8 1 . 32 9 71 88 6

8 79 . 3 36 3 48 23 8 0 . 51 6 54 78 2 8 1 . 69 46 45 48 8 2 _ 87 07 03 1 4 84 . 0 4 47 79 80 8 5 . 2 16 93 17 7

9 83 . 0 7 5 4 83 78 8 4 . 26 82 2 49 6 8 5 . 45 87 69 07 8 6 . 64 7 1 79 47 87 . 8 3 35 16 63 8 9 . O l7 83 82 9

EE] 86 . 7 49 7 12 06 8 7 . 95 40 0 86 4 8 9 . 1 5 60 27 59 9 0 . 35 58 33 29 91 . 5 5 34 87 23 9 2 . 7 49 04 81 5

Eq 90 . 3 70 5 25 20 9 1 . 58 5 53 17 4 9 2 . 79 81 92 29 9 4 . 00 85 71 8 8 95 . 2 1 67 32 64 9 6 . 42 2 73 40 1

EE] 93 . 9 46 6 05 09 9 5 . 17 1 5 8 66 0 9 6 . 39 41 64 07 9 7 . 61 44 02 8 4 98 . 832 3 65 44 10 0 . 0 48 1 117 0

1 3 97 . 48 46 83 40 9 8 _ 71 8 99 36 5 9 9 . 95 08 50 56 10 1 . 18 03 19 59 1 02 _ 40 74 63 39 10 3 . 6 32 34 19 8

1 4 1 00 . 9 90 0 91 89 10 2 . 2 33 1 573 3 1 0 3 . 47 37 27 69 -10 4 . 71 18 6 830 105 . 9 4 76 41 79 10 7 . 1 81 10 81 8

1 5 l O 4 . 4 6 71 29 10 10 5 . 7 1 8 4 3 6 70 10 6 . 96 72 13 97 10 8 . 2 1 3 5 2 602 1 09 . 4 5 7 4 3 5 25 1 10 . 6 99 00 1 5 4

l 6 1 07 . 9 1 9 3 13 06 10 9 . 1 78 4 0 08 2 11 0 . 43 49 28 69 1 1 1 . 68 89 61 3 8 1 1 2 _ 94 05 60 98 1 1 4 . 1 89 78 7 08

1 7 1 1 1 . 349 5 60 42 1 1 2 _ 6 1 6 00 98 9 11 3 . 87 98 74 87 1 1 5 . 1 412 19 5 6 1 1 6 . 40 01 05 62 1 1 7 . 6 56 59 2 28

1 8 1 1 4 . 760 3 16 51 1 1 6 . 0 33 74 67 7 11 7 . 3 0 4 5 72 28 1 1 8 . 5 72 85 6 67 1 1 9 . 83 86 61 05 1 2 1 . 1 02 0 44 22

1 9 1 1 8 . 1 5 36 5 i78 l 1 9 . 4 33 7 1 4 5 2 1 2 0 . 71 11 56 07 12 1 _ 98 60 3 94 2 12 3 . 2 5 84 25 10 1 24 . 5 28 3 71 36

2 0 12 1 . 5 3 1 3 34 58 12 2 . 8 1 7 7 1 00 3 12 4 . 10 14 51 26 12 5 . 3 82 62 05 1 l2 6 . 66 1 2 77 69 1 27 . 9 3 74 80 46
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