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This paper presents a new characteristic finite element formulation, named semi-Lagrange Galerkin (SLG) method,

on unstructure tetrahedral meshes to solve three-dimensional pure hyperbolic/advection equations. In the present

method, the calculation procedure is divided into two phases which are advection and non–advection phases. The

advection phase is computed by the semi-Lagrange procedure using a 20 degrees of freedom tetrahedral element

which consists of complete cubic polynomials given by function values and first order derivatives on each vertex

and a function value on barycenter of triangle surface. The non-advection phase is calculated by the Galerkin

finite element procedure using the same 20 DOF tetrahedral element. Numerical experiments are investigated

and some numerical results are shown.
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1. はじめに
本研究では，SLG (Semi–Lagrange Galerkin)法 (1) に

基づいた 3次元の双曲型方程式（純移流方程式）に対する
エルミート要素を用いた特性有限要素法を開発し概要を述
べる. SLG 法は Semi–Lagrange 法と Galerkin 法を組み
合わせた手法であることから，Semi–Lagrange Galerkin
(SLG) 法と呼ばれている (2). SLG 法が与える 2次元移
流問題の精度は，粗い非構造格子においても高い精度を
持ち， CIP 法 (3) から派生した不完全 3次補間 (4) を用
いるCIVA 法 (5)や三角形 1次要素による SUPG 法と比
較して，非常に高い精度であることが示されている (2).
SLG法では，移流計算と非移流計算を分離する．Semi–
Lagrange 法によって移流計算の精度を高めるために，完
全 3次三角形要素 (6)を用いる．完全 3次三角形要素は，
三角形要素の頂点での関数値とその 1階導関数値，そし
て要素の重心での関数値を自由度とする 10自由度から
構成される．非移流計算においても，関数には移流計算
と同じ完全 3次三角形要素を適用している．これにより，
SLG 法では非移流計算でも，移流計算で用いる高次要素
をそのままGalerkin 法に適用するため，精度が損なわれ
ない．この方法によれば，関数における要素の自由度に
1階導関数値が含まれるため，一般的な CIP 法と組み合
わせた非移流計算法のように，支配方程式を 1階微分し
た 1階導関数値に関する時間発展方程式を導出する必要
がない．本報では，SLG 法のアルゴリズムをストレート
フォワードに３次元の双曲型方程式である 3次元の純移
流問題へ拡張し，完全３次精度の有限要素近似を有する
エルミート (Hermite) 型の四面体要素（20自由度）を陽
的な体積座標により表現される補間関数を導出する．ま
た，数値実験により本手法の有効性を検証する．
2. エルミート特性有限要素法
2.1 移流方程式
領域 Ω ( = 1 2 3) において，スカラー関

数 ( ) に関する移流方程式の初期値および境界値問
題を考える．

+ = 0 in Ω (0 )

= 0 on Ω (0 )

( 0) = 0( ) in Ω

(1)

ここで， 0は時間， は移流速度ベクトルであり，発
散条件 = 0 を満足するものとする．
2.2 特性法
時刻 に位置 にある仮想流体粒子の時刻 での位

置を ( ; )とすると，粒子の軌跡は，以下のような
常微分方程式によって表される．

d
d

= ( ( ; ) ) ( ; ) = (2)

このとき，方程式 (2)を用いることにより，式 (1)は以
下に示す Lagrange 微分の形式で表すこともできる．

+ =
d
d

( ( ; ) )
=

(3)

特性法 (7)では，時間増分をΔ , 時間ステップを と
して，移流項を次式に示す時間離散を行う．

+
=

+1( ) ( )
Δ

(4)

ここで， +1( ) は時刻 +1(= ( + 1)Δ ) での未知量
，また， ( ) は時刻 (= Δ ) での位置 を起
点とした特性曲線上の上流点 ( ) におけるスカラー
関数 であり，合成関数として表される．

+1( ) ( ( +1; +1) +1) (5)

( ) ( ( +1; ) ) (6)

上流点の位置は，常微分方程式 (2)によって求められ
る．本研究では，次式のような 1次精度の Euler 法，ま
たは，2次精度の予測子・修正子法を適用する．

1 ( ) = ( ) Δ

2 ( ) = ( 1 ( ) + ( ))
Δ
2

(7)

なお，本研究では と時間方向に近似する.
SLG (Semi–Lagrange Galerkin) 法では，移流計算と

非移流計算を分離する Semi–Lagrange法を適用する．特
性法による移流項の近似式 (4)の右辺を 0とし，さらに
移流計算による解の更新を +1 とすると，移流計算は
式 (7)を用いて以下のように行われる．

+1( ) = ( ) (8)

2.3 完全 3次エルミート四面体要素による有限要素近似
本研究では，計算領域を四面体領域 (要素 ) に

分割し，有限要素近似を適用する. このとき，スカラー
関数 の補間には完全 3 次補間であるエルミート型の
四面体要素を用いる (Fig. 1). このエルミート要素は，
四面体要素の頂点での関数値 とその 1 階導関数値
( ) ( = 1 2 3 4) ，さらに 4つの面（三
角形）の重心での関数値 = ( = 1 2 3 4) を自
由度とする 20自由度の四面体要素を用いる. 四面体領����
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Fig. 1: Approximation with a complete cubic interpo-
lated tetrahedral element for a scalar function

域 における完全 3次エルミート要素によるスカラー
関数の有限要素近似 は以下のように表される．

=
4

=1

0 + +

+ +
4

=1

(9)

ここで， 0 , , , , は補間関数であり，体
積座標 ( 1 2 3 4) の関数によって陽的に表される
（付録 B参照）．
3. 数値実験および考察
本手法の検証のため，ベンチマーク問題 (8) により 3

次元移流問題の数値実験を行う．領域 Ω = ( 1 1)
( 1 1) ( 1 1)において，流速場 = ( 2 2 0)
に初期条件 (Fig.2) を与えたときの 1周期 = 1後にお
ける計算結果（ = 0面における鳥瞰図）を示す．時間増
分量 Δ = 100 を選び，クーラン数の最大値がおよそ
CFL = 2 5になる．SLG法との比較のため，1次要素を
用いた SUPG法（時間積分にはCrank-Nicolson）の結果
も掲載したが，SLG法の与える計算結果はわずかなオー
バーシュート/アンダーシュートが発生しているものの厳
密解（初期条件）と非常に良い一致を示している．
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付録A. CIP法と変分定式化の関係について
1次元の移流速度 が発散条件 = 0を満足する

ものとし，CIP法による移流方程式の解法では以下の移
流方程式とその空間 1階微分された方程式を考える.

+ = in Ω (10)

+ = in Ω (11)

関数空間 2(Ω)を以下のように定義したとき,

2(Ω) = = ( )
Ω

( ) 2 + (12)

式 (10), (11)の解 を満たすものの関数空間全体 は
以下のものでなければならない.

= 1(Ω) 2(Ω) 2(Ω) (13)

一方, Hilbert空間 1(Ω)に対し, 1 内積は以下のよ
うに定義される.

( ) = ( ) +

( ) =
Ω

(14)

移流方程式の微分作用素 を以下のように定義すれば,

= + (15)

式 (10), (11) による CIP法を考え方を変分定式化に適用
すれば以下が得られる．

( ) = ( ) (16)

ここで,

( ) = ( ) +

( ) = ( ) +
(17)

つまり, CIP法は以下の変分問題と等価となりうる．

For all ( ), find ( ) such that

( ) = ( )

=
(18)

このとき，有限要素近似に空間 1階微係数も未知量とす
るエルミート要素を適用し，時間方向の離散化に特性法
を用いれば Semi-Lagrange Galerkin 法となる.����
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付録B. 完全 3次補間のエルミート四面体要素（3次元）

エルミート型の完全3次要素は，四面体要素の頂点での関数値 とその1階導関数値 ( ) ( = 1 2 3 4)
，さらに 4つの面（三角形）の重心での関数値 = ( = 1 2 3 4) を自由度とする 20自由度の四面体要素
である. 四面体領域 における完全 3 次エルミート要素によるスカラー関数の有限要素近似 は体積座標
( 1 2 3 4) の関数によって以下のように陽的に表すことができる．

=
4

=1

0 + + + +
4

=1

ここで， 0 , , , , は以下に示す補間関数である．

01 = 2
1(3 2 1) 7 1( 2 3 + 2 4 + 3 4)

02 = 2
2(3 2 2) 7 2( 1 3 + 1 4 + 3 4)

03 = 2
3(3 2 3) 7 3( 1 2 + 1 4 + 2 4)

04 = 2
4(3 2 4) 7 4( 1 2 + 1 3 + 2 3)

1 = 1 2(2 1 + 2 1) 21 + 1 3(2 1 + 3 1) 31 + 1 4(2 1 + 4 1) 41

2 = 2 1(2 2 + 1 1) 12 + 2 3(2 2 + 3 1) 32 + 2 4(2 2 + 4 1) 42

3 = 3 1(2 3 + 1 1) 13 + 3 2(2 3 + 2 1) 23 + 3 4(2 3 + 4 1) 43

4 = 4 1(2 4 + 1 1) 14 + 4 2(2 4 + 2 1) 24 + 4 3(2 4 + 3 1) 34

1 = 1 2(2 1 + 2 1) 21 + 1 3(2 1 + 3 1) 31 + 1 4(2 1 + 4 1) 41

2 = 2 1(2 2 + 1 1) 12 + 2 3(2 2 + 3 1) 32 + 2 4(2 2 + 4 1) 42

3 = 3 1(2 3 + 1 1) 13 + 3 2(2 3 + 2 1) 23 + 3 4(2 3 + 4 1) 43

4 = 4 1(2 4 + 1 1) 14 + 4 2(2 4 + 2 1) 24 + 4 3(2 4 + 3 1) 34

1 = 1 2(2 1 + 2 1) 21 + 1 3(2 1 + 3 1) 31 + 1 4(2 1 + 4 1) 41

2 = 2 1(2 2 + 1 1) 12 + 2 3(2 2 + 3 1) 32 + 2 4(2 2 + 4 1) 42

3 = 3 1(2 3 + 1 1) 13 + 3 2(2 3 + 2 1) 23 + 3 4(2 3 + 4 1) 43

4 = 4 1(2 4 + 1 1) 14 + 4 2(2 4 + 2 1) 24 + 4 3(2 4 + 3 1) 34

1 = 27 1 2 3

2 = 27 1 2 4

3 = 27 1 3 4

4 = 27 2 3 4

ここで，( ) を (1 2 3 4) の偶置換とすれば， , , は以下のように定義することができる．

=

=

=

( = 1 2 3 4)����
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厳密解（初期条件）

SLG法

SUPG 法

Fig. 2: 3次元移流問題の数値実験 (8) により得られた計算結果
（ = 0面での鳥瞰図; CFL 2 5）����
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