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特性有限要素法による表面張力の高精度計算法
　　　　　　　　　　 　　　　　　　　　総合情報基盤センター　講師　奥村 弘

はじめに

本研究では，非構造格子の高精度流体解析手法であ
る 法 を表面張力を含
んだ自由界面流れ問題に適用する． 法は，

法で必要となる物理量の補間を有限要素法に
おける要素による内挿補間としてとらえ，物理量の導関
数値を自由度に含む 型要素 を
法による移流計算に適用する．さらに，非移流計算で
も，同様の要素を適用し， 法によって離散化す
る．なお， 法は 法と 法
を組み合わせた手法であることから，

法と呼ばれる 法が与える 次元
移流拡散問題の精度は，粗い非構造格子においても高
い精度を持ち， 法 から派生した不完全 次補間
を用いる 法 や三角形 次要素による
法と比較して，非常に高い精度であることが示されて
いる

本論文では， 次元自由界面問題を構成する移流方
程式と非圧縮 方程式に対して 法を
適用する．このとき，混合型有限要素近似として，流
速場には移流計算と同じ 型の完全 次三角形
要素 圧力場には 次三角形要素を適用するものとす
る．これら要素の組合せにより，非圧縮条件の過拘束
に起因する圧力の数値不安定性 を回避した．本論文
では，表面張力を含んだ自由界面流れに対する 法
の定式化し，数値実験により本手法を検証する．

数理モデルと支配方程式

境界 を有する有界領域 を考える
この領域 は 時間依存する２つの部分領域

により構成され以下を仮定する．

ここで， は時間， は補集合を表す．これら は
密度 と粘性係数 を有する非圧縮粘性
流体により占められているものとする そして 各流体
は混ざらなく 密度と粘性係数は各流体で一定であると
する また これら２流体の界面 は以下を満足し

界面 上の から へ向かう単位法線ベクトルを
とし とする．

このとき 混ざらない２流体に対する非圧縮粘性流れ
は における流速 と圧力 を見出す以下
の非圧縮 方程式により記述することが
できる

ここで 応力テンソル は変形速
度テンソル を用いて以下のように表現
することができる

式 のおいて 第 式は運動方程式 第 式は連続����
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式 第 式は 境界条件 第 は
を満たす初期条件 である ま

た は流速ベクトル は圧力
はの表面張力項である そして 界

面 において以下の条件を与える

ここで は表面張力係数 は界面 の曲率を表す
条件 は界面における流速および応力の法線成分の
連続性を示しており 第 式は運動学的条件 第 式は
動力学的条件と呼ばれている この動力学的条件は，界
面 上をまたがる表面圧力 のジャンプ条件である
ため，以下のように表現することができる．

このことから，表面圧力は界面の曲率 に比例する．
この曲率 は以下のように算出することができる．

ここで， は界面関数 の勾配である．

この時，表面張力は表面圧力 に寄与されるた
め， モデルにより体
積力に変換することができる．

一方 界面の時間発展を表現するために 界面
は以下に定義する 関数 のレベ

ルセットとして仮定する

流体が混ざり合わない条件 つまり界面上の流体粒子
が常に界面に留まり続けるため 界面の挙動は 関
数 に関する以下の移流方程式で記述される

ここで である 関数の初期条件
としては以下の関数を用いるものとする

特性法

時刻 に位置 にある仮想流体粒子の時刻 での
位置を とすると，特性曲線上の軌跡は，以

下のような常微分方程式によって表される．

式 における運動方程式の移流項 第 項と第 項
は，以下のような 微分の形で表すこともで
きる．

特性法 では，時間増分を 時間ステップを と
して，移流項を次式に示す時間離散を行う．

ここで， は時刻 での流速
，また， は時刻 での位置 を
起点とした特性曲線上の上流点 における流速
数 であり，合成関数として表される．

特性曲線上の上流点の位置 は 式 を時
間積分することによって求められる 方
程式のように移流項が非線形になる場合には 反復法
なしに移流速度を得ることができない そこで 本論
文では での移流速度

を以下のような時間２次精度の
法による近似を用いる多段法によって

を求める

上流点の位置を求めるには まず
での移流速度を以下のような反復法によって求める

この方法の場合 でも時間２次精度となるため
は少ない反復回数で十分である 本論文では

としている 次に 時間２次精度の上流点の位置を以下
のように求める

法

式 の特性法による時間方向の離散化は
において式 を評価するよ

うに 法を適用することによって 以下
のように行われる����
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法では，移流計算と非移流計算を分離する
法を適用する．特性法による移流項の近似式

の右辺を とし，さらに移流計算による解の更新
を とすると，移流計算は式 を用いて以下のよ
うに行われる．

これは での値を に投影していると考えられ
る また 式 の外力項の も同様に扱う

式 の空間方向の離散化には 次節以降で述べる
混合型の 法を適用する．
一方 関数に関する純移流方程式 に対し

ても 特性法に基づく 法を適用した場合には 式
と同様の解の更新により移流計算が行うことがで

きる

一般的に特性有限要素法を適用した場合 有限要素法
による定式化に必要な積分に合成関数が含まれ 通常は
この積分に対して数値積分が行われる 法の場合

での値を に投影しているため 合成関数の積
分が現れない このため 法では有限要素行列の
作成に面積座標を用いた代数計算が可能である 次元
問題においても，四面体要素の体積座標を用いて拡張
することができる．また 計算効率の面では 連立 次
方程式を解くのは非移流計算 のみであり さらに
行列が対称となる点について優れている また 移流計
算では が と大きく離れていても解の更新が
可能である よって 条件に制約されない を選
ぶことができ 安定性の面でも優れているといえる

型三角形 次要素

本研究では，図 に示すような 型三角形
次要素に基づいた有限要素近似を行う 型三
角形 次要素では，任意のスカラー関数 に対して
三角形要素の頂点での関数値 とその 階導関数値

さらに要素の重心での関数値 を自由度
とする 自由度の三角形要素を用いる この要素は，
完全 次補間となり，面積座標によって補間関数を陽
的表示できる なお 法から派生した 法
では 図 の要素から を除いた 自由度の三角形要
素を用いている この要素は 次補間を行うには条件
が一つ足らず 不完全 次補間となる
計算領域 は正則な三角形領域 要素 に分割

するものとし 式 の 方程式に対し
ては 混合型の有限要素近似を適用する このとき，流
速 の補間には完全 次三角形要素（図 ），また圧
力 には 次三角形要素を用いる また 関数の
補間にも完全 次三角形要素を用いる

1

2

3

e

図 スカラー関数 に対する 型三角形 次要素

このとき 三角形領域 における完全 次三角形要
素による有限要素近似された流速 および 関
数 は以下のように表される．

ここで， は補間関数であり，面積座標
の関数によって次式のように表される．

ここで， は の偶置換であり，
である．また 次三角形要素に

よる圧力場の有限要素近似 は以下のように表さ
れる．

曲率の近似

角形 要素を用いた曲率の有限要素近似
は以下のように表現することができる．

ここで，����
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数値実験

数値実験として，空気中に正方矩形の液体（水）が
存在する場合の表面張力による変形シミュレーション
を行う．図 のような辺長 の正方矩形領域
が気体で占められ，この領域中央に辺長 の正方
矩形の液体が初期条件として配置された無重力場の自
由界面問題を考える．なお，気液 相流体の密度と粘
性係数の値は，液体には水（密度 ，
粘性係数 ），気体には空気（密度

，粘性係数 ）の物性値を
与えた．時間増分量は ，有限要素分割は
図 に示す軸非対称となる の三角形分割を
与えた．なお，境界条件は壁面でスリップ条件とした．
図 の計算結果より，表面張力の影響が正しく本ス
キーム取り込まれていることが分かる．四方の角から
界面の曲率に応じた表面張力が作用し，各頂点が丸く
なっていく様子が再現されている．初期状態で曲率が
ゼロであった各辺中央部に流体が集中し始め，では一
度完全な円形となる．その後，初期に辺中央部だった
ところがとがり始め，菱形へと移行することがわかる．

おわりに

本論文では 法に基
づき，表面張力を考慮した 次元自由界面問題の有限
要素スキームを開発した．実データを備えた数値実験
との比較により本手法の実問題への適用性を示すこと
ができた．今後， 法の有する計算精度，ロバスト
性および数値安定性について詳細に検討し， 次元問
題への適用を試みたい．
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