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1. はじめに
本研究では，高精度かつ高効率となる非構造格子によ

る流体解析手法を開発するために， Semi–Lagrange法で
必要となる物理量の高次補間を，有限要素法における要素
内の内挿補間としてとらえ，構造解析分野における板曲げ
問題で考案された高次補間要素を Semi–Lagrange法によ
る移流計算に適用する．さらに，非移流計算でも，同様の
要素を適用し，有限要素法において一般的な Galerkin法
によって離散化する．この手法は，Semi–Lagrange 法と
Galerkin 法を組み合わせた手法であることから，Semi–
Lagrange Galerkin (SLG) 法と呼ぶことにする．近年の
有限要素法による科学計算では，高次の補間関数を適用し
ているため，複雑な積分計算が係数行列の作成に要求され
るが，本研究では，積分計算に数式処理システムMaxima
(数式を記号的に代数処理するソフトウェア)(1)を利用し，
解析的に積分を行う方法を提案する．さらに，Maxima
は出力結果を Fortran 形式に変換する機能を有するので，
Fortran言語によるコーディングを比較的容易に行うこ
とができる．

2. Hermite要素型 3次三角形要素
本研究では，計算領域を三角形領域 K (要素 e )に分

割し，スカラー関数 u の補間には，Fig. 1 に示すよう
な三角形要素の頂点での関数値 ui とその 1階導関数値
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) ，さらに要素の重心での関数値 ue を自由度

とする 10自由度の三角形要素を用いる．この要素は，完
全 3次補間となり，面積座標によって補間関数を陽的表
示できる．
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Fig. 1: Complete cubic interpolated triangular element

三角形領域 K におけるHermite型の完全 3次三角形要
素による有限要素近似 uh|K は，以下のように表される．
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ここで，H0i, Hxi, Hyi は補間関数であり，面積座標
(L1, L2, L3) の関数によって次式のように表される．⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

H0i = L2
i (3 − 2 Li) − 7 L1 L2 L3

Hxi = L2
i (xji Lj − xik Lk) − (xji − xik) L1 L2 L3

Hyi = L2
i (yji Lj − yik Lk) − (yji − yik) L1 L2 L3

H0e = 27 L1 L2 L3

(2)

ここで，(i, j, k)は (1, 2, 3)の偶置換であり，xij = xi−
xj , yij = yi − yj である．
高次の補間関数を適用した場合，，複雑な積分計算が

係数行列の作成に要求されるが，本研究では，積分計算
に数式処理システムMaxima (数式を記号的に代数処理
するソフトウェア)(1) を利用し，解析的に積分を行って
いる．さらに，Maximaでは，出力結果を Fortran 形式
に変換する機能を有するので，Fortran言語によるコー
ディングを比較的容易に行うことができる．なお，以下
に Maxima による積分の方法を示す．
3. 面積座標
三角形領域の補間には，面積座標を用いるのが便利

である．面積座標とは，三角形の頂点のデカルト座標を
(x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) とするとき，任意の点 (x, y)
を，以下に示す三つの数値の組 (L1, L2, L3) で表す方法
である． ⎧⎪⎨

⎪⎩
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L1 + L2 + L3 = 1
(3)

ここで，S は三角形の面積，S1, S2 , S3 は Fig. 2 に示
す小領域の面積である．
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Fig. 2: Area coordinate of triangular element

面積座標は，デカルト座標との対応関係から以下のよ
うな (x, y) に関する 1次式によって表される．

Li(x, y) = ai + bi x + ci y (i = 1, 2, 3) (4)

各係数は以下のようになる．⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

ai = 1
J (xj yk − xk yj)

bi = 1
J (yj − yk)

ci = 1
J (xk − xj)

(5)

J = (x2 − x1)(y3 − y1) − (y2 − y1)(x3 − x1) (6)

ここで，(i, j, k)は (1, 2, 3)の偶置換である．
デカルト座標の偏微分作用要素は以下のようになる．⎧⎪⎪⎨
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4. Maximaによる積分の方法
有限要素法の定式化において必要とされる補間関数の

積分に，本研究では，数式処理システム Maxima(1) を利
用して解析的に積分を行う．
面積座標によって表された関数を積分するには，面積

座標の積分公式がよく用いられるが，Maxima を利用す
る場合には，次式のように面積座標によって変数変換し，
直接積分する方がソフトウェアの操作が容易である．

∫
K

f(L1, L2, L3) dx

= J

∫ 1

0

∫ 1−L1

0

f(L1, L2, 1 − L1 − L2) dL2 dL1 (8)

次式で表されるような式 (2)における補間関数の第 1
成分 H01 どうしの積 (質量行列の 1行 1列成分)の積分を
例に Maxima を利用した積分の方法について説明する．

m11 =
∫

K

H01H01dx (9)

上式を Maxima によって計算し，さらに Fortran 形式
に変換する操作は，以下のようになる．ここで，(%iN)，
(%oN)は，それぞれ， 入力，出力のラベルである．
� �
【補間関数 N01 の定義】

(%i1) H01:L1^2*(3-2*L1)-7*L1*L2*L3;

2

(%o1) (3 - 2 L1) L1 - 7 L1 L2 L3

【補間関数 N01 に含まれる L3 に 1 − L1 − L2 を代入】

(%i2) H01:subst(1-L1-L2,L3,H01);

2

(%o2) (3 - 2 L1) L1 - 7 L1 (- L2 - L1 + 1) L2

【積分計算】

(%i3) s:J*integrate(

integrate(H01*H01,L2,0,1-L1),L1,0,1);

313 J

(%o3) -----

5040

【Fortran 形式に変換】

(%i4) fortran(m11=s);

m11 = 313.0*J/5040.0

(%o4) DONE

� �
ここでは，スカラー変数の積分を例としたが，Maxima

では，ベクトル・行列演算も可能である．補間関数をベク
トル変数として定義すれば，係数行列を直接計算し，さ
らに，Fortran形式の配列変数に変換することができる．
5. 数値実験（移流拡散問題）
文献 (2) を参考にした数値実験（移流拡散問題）を行

う．移流拡散問題によって，SLG法の計算精度について
検討する．比較対象として，SUPG法を行っている．移流
速度 ax = ay = 1，拡散係数 ν = 0.04，CFL数 (= axΔt

h )
を 0.1とし，時刻 t = 1.0での計算誤差 ‖ε‖2 を評価する．
計算誤差と収束精度の関係を Tab. 1，メッシュ幅と計

算誤差の関係を Fig. 3に示す．よって，精度向上のため
に低次補間の要素を単純に細分化するよりも，高次補間
要素を適用する方が効率的であることがうかがえる．
メッシュが 10 × 10分割のときの x = y 直線上での計

算結果を Fig. 4に示す．SUPG法は位相が進む傾向にあ
るが，SLG法は 10分割であってもほぼ解析解に乗って
いることがわかる．

Tab. 1: Numerical error (‖ε‖2) and convergence order
of advection diffusion problem (axΔt

h = 0.1)

Number of SUPG SLG
divisions Mesh(a) Mesh(b) Mesh(a) Mesh(b)

10 1.47E-1 2.44E-1 3.17E-3 1.41E-2
20 4.53E-2 8.28E-2 3.25E-4 1.50E-3
40 1.22E-2 2.45E-2 3.26E-5 1.55E-4
80 3.11E-3 6.46E-3 3.53E-6 1.55E-5
160 7.80E-4 1.60E-3 4.24E-7 1.68E-6

Order 1.73 1.60 3.29 3.23
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Fig. 3: Mesh size (h) verses numerical error (‖ε‖2) of
advection diffusion problem (axΔt

h = 0.1)
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Fig. 4: Numerical solution on line x = y of advection
diffusion problem (axΔt

h = 0.1)

6. おわりに
本研究では，高次要素を用いた有限要素法による科学

計算に対して，積分計算に数式処理システムMaxima に
よるプログラミング・コード開発方法について述べた．数
値実験において，完全 3次三角形要素を用いる SLG法を
適用し，移流拡散問題によって計算精度の検討を行った．
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