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1 はじ め に

微分幾何学にお い て極小部分多様体の 研究は大変興味深 い 対象の ひと つ

である . それは ｢輪 に した針金 に石鹸膜を張る と どの ような形の 曲面 にな る

か｣ と い う問題 に象徴される . 1 9 6 8 年 J .

.
Si m o n s は A n n al s の 論文[1 6】

にお い て
, ｢球牢内の極小部分多様体の 中で仝測地的な部分多様体は ス カ ラ

ー

曲率の 孤立 点で ある｣ と い うセ ン セ
ー

シ ョ ナ ル な結果を い わ ゆ る Si m o n s の

等式ととも に発表した . そ の 証明の 方法論は部分多様体上 の 第2 基本形式の

長さの 2 乗の ラ プラ シ ア ン の 公耳を用 い た斬新なもの であ っ た .
こ の 公 式が

Si m o n s の 等式と呼ばれ て い る もの で ある .
こ れ はそ の後の 極小部分多様体 の

研究に強力な道具を提供し,L ま た今日 で も提供 し続けて い る .

とこ ろで
, 平均曲率べ

_
9 トルが平行な部分多様体や 平均

■
曲率が

一

定な部分多

様体に対 しても Si m o n s 型 の等式が得られそれが有効に機能する こ とが分か っ

て い る . それ に関 して は実空間型 内の 平均曲率
一

定超曲面 の 場合の N o m i z u

と S m y t b の研究[1 2] , 真空間型や複素空間型 内の 平均曲率平行また は平均曲

率
一

定曲面 に 関する Y a u の研究[1 7] , 実空間型内の 平均曲率平行部分多様体

及び複素空間型内の 複素部分多様体と極小仝実部分多様体に関する Y a u の研

究[1 8】
ー
が有名である ･

複素射影空間内の複素部分多様体は常に極小で ある が , 種々 の 曲率 に制約の

ある複素部分多様体を決意する とい う問題すなわち曲率に関する挟撃問題 に

つ い て は K ･ O gi u e
,
に よ る

一

連の 予想[13] がある ･ そ の うち の 殆 どは解決さ

れたが
,
ネの 解決に用い られた手法は単位接 バ ン ドル 上の 発散定理 を用 い るも

の で R o s の 積分公式 と呼ばれて い る( cf . [1 0]) .
こ れ ら

一

連の 結果に つ い て は
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K ･ ? gi u e [1 5] に詳し い ･ R o s の 積分公式 は, これ らの 問題 に対して Si m o n s

の 等式 よりも強力な道具を提供する .

Si m o n s の 等式 は局所対称空間の 極小部分多様体 に対 して , また R o s の 積

分公 式 は コ ン パ ク ト
'

な曲率不 変極小部分多様 体 に 対 して 有効 に磯 節す る . 複

素空間型内の 複素部分多様体または全英極小部分多様体を研究対象とする時

には
, 複素空間型 は局所対称で あり, また複素部分多様体も仝実部分多様体も

曲率不変部分多様体である から,
.
い ずれも公式 が有効で ある こ とが わ かる ･

本稿 の 目的の 1 つ は; こ れ ら Si m o n s の 等式及び良o s の積分公式を より
一

般的な状況, すなわ ち単 に R i e m a n n 多様体の R i e m a n n 部分多様体に対 して

定式化し, 特別 な場合, 例えば複素空 間型内の 複素部分多様体 の場合等, の 公

式がそ こ から どの よう に して導かれて い くか を示す こ とにあ る .
と い う の は

si m o n s の 等式等は , より ∵ 般の 部分多様体 の研究にお い ても有用である と考

えられ る事と, 一
一

般的な状況で 定式化 した文献が見当たらな い という事から,

公式化して提示する こ とが こ の 方面の 研究者 に対 して 便宜を供する とい う点

で 意味がある と考えた からである . 本稿の 目的の 2 つ 目は , Si m o n s の 等式を

用 い て 筆者が最近得た1 つ の 結果を説明する ことで ある .

･
･

最後に本稿に おける串述法に つ い 七ひ ノと こ と述 べ て おく . 微分幾何学に お

ける記述法およ び計算手法と して代表的なも の が 3 つ ある . 1 つ は テ ン ソ ル

計算に よ る もの , 2 つ 目 は E . C a rt a n 流 の 動標構に よ る微分形式を用い たも

? , 3 つ 目は い わゆ る小林
･ 野水方式とよ ばれ る共変微分演算を用 い たもの で

ある .
こ れらの 記述法およ び計算法に は , 経験上そ れぞれ に長所

･ 短所がある

の だが
,
最近の 部分多様体論の 論文は多く が小林

･ 野水方式で記述 され てし
,

i

る .

一

方 Si m o n s の 等式を扱 っ た代表的 な論文の 多く(例えば[7] , [1 7] , [1 8])

は
,
E . C a rt a n の 微分形式に よ る方法で記述 されて い る .

Lそ こ で本稿で は最近

の 部分多様体論の 記述法 の 主流 が小林 ･ 野水方式であ る こ･ t に鑑みて , 各公

式を全 て小林
･ 野水方式で記述 した .

2 準備

こ の 節で は , 後に必要となる部分多様体 に関する事項の 説明と記号の 定義

をする . 以下で は特 に断らな い 限り多様体は連結で C
∞

級で あり, 全 て の 写

像は C
∞ 級 であ るとする . また部分多様体とは , は め込まれ た部分多様体を

意味する もの とする .

研
+ p
を n 次元 R i e m a n n 多様体, M

n をその R i e m a n n 部分多様体と して

それぞれの Ri e mふn n 計量を同 じ記号( ･

,

I) で 表すこ とにする . 面
n ' p

,
M
n

の

接バ ン ドル をそれぞれ T 面, T M で表し, それらの L e vi
- C i v it a 接続をそれぞ

れ ∇, ∇ と書くこ とにする . また各年b e r を T p M 等と表 し, C ヂ 級切断の 集合

を r( ･ , T M ) 等と表す ･ W
' p

,
M
n

の曲率テ ン ソ ル 盃,･ R Lま次で定義されろ:

頁( x , y) 〒 ∇x ∇y - ∇y ∇x
- ∇
[ x , y ] ,

x
,
y ∈ r( 面, T 面) ,
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部分多様体論に お け るSi m o n s の 等式お よ び R o s の 積分公式に つ い て

R( X , Y) - ∇ x ∇ y - やy ∇k - ∇
[ x , y ] ,

X
,
Y ∈ r( M , T M ) I

T M の T 面 におけ､る R i e m a n n 計量に関する直交補空間を M の 面 におけ

る法バ ン ドル と言 い 記号 T
⊥
M で 表す . T

⊥
M の 法接続 ∇

⊥
及び法曲率 R

⊥

を次で 定義する:

∇妄E - (∇x E)
N
,
x ∈ r( M , T M ) , E ∈ r( M , T

⊥
M ) ,

1 { ( X , Y )i - ∇妄∇去E - ∇妾∇妄卜 ∇(x , y]E , X , Y ∈ r( M , T M ) ,

E ∈
`

r( M , T
⊥
M ) ,

た だし
,

㌔( )
N
は( ) 内の ベ ク トル の 法方向へ の 直交射影

･

% 表す .

部分多様体 M n の 第 2 基本形式 o ･ を次式で 定義する:

q( x , y) - ∇x y - ∇ x y , x , y ∈ r( M , T M ) .

p を M 上の 見 ( e l , …

,
e
n) を T p M の 正規直交基底とする . M の 平均曲率

ベ ク ト
-
) L カ を次 で定義 する :

n

カ(p) - ∑ J( e i , e i) ･

i = 1

定義 2 ･ 1 M
n

が点 p で 極小 である
.
と は カ(p) - 0 が成り立 つ こ と であ る と定

義する . M
n

が全 て の 点で極小 であ ると き単 に極小と呼 ぶ .

定義 2 ･皇 M ? が 面
n ' p
の曲率不変部分多様体であると は, 任意の p ∈ M

n と

任意の X
,
Y
,
Z ∈ T

p M に村して 豆( x , y ) z ∈ T p M が成り立 つ こ とで ある と

定義する .

r
･

M の s h a p e o p e r a t o r 4 ･ R i c ci テ ン:) ル S , k i c ci o p e r a t o r S 串よ び(1 , 1)

型対称テ ン ソ ル L を次で定義する:

( A E X , Y) - ( c,( X , Y ) ,
-

ど) , X , Y ∈ r( M , T M ) , E ∈ r( M , T
⊥
M ) , (2 .1)

n

s( x , y ) - = ( R ( e i , X ) Y , e i) , X , Y E , r( M , T M ) ,
i = 1

(S x , y ) - s( x , y) , x , y ∈ r( M , T M ) ,
n

L X - ∑ A J ( e i , X ) e i , X ∈ r( M , T M ) ･
i = 1

Ei n st ei n 多様体の 定義は次である .

定義- 2 . 3 R i e m a n n 多様体 M n が Ei n st ei n 多様体である とは , M
n

上 に関数

p が存在 して R i c ci テ ン ソ ル S が次の 等式を満たすこ とである:

s( x ,
ノ

Y ) - ど( x , y) , x , y ∈ T p M , p ∈ M ･

n
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注意 上で n ≧ 3 の 場合 には p は定数に なる こ とが知られて い る ･

部分多様体 M に対する G a u s s , C o d 串Z Zi , Ri c ci の 方程式は次で ある:

( R ( X , Y) Z , W ) - (頁( x , y)
'
z
,
w ) + ( q( Y , Z) , c,( X , W ))

I

-

(
'
c'( x , z) , q ( y , w )) ,

X
)
Y
)
Z
?
W ∈ T p M ) p ∈ M )

( ∇妄g)( Y , Z) - ( ∇
/

y
J)( X , Z) - [豆(X , Y ) Z]

N

,

X
)
Y
)
Z ∈

､T
p
M
? p ∈ M )

( R
⊥
( X , Y)i , り)

_

- (哀( x , y )i , り) +
.
([ A er, A り] X , Y) ,

x
,
y ∈ T

p
M
, E , り ∈･ T p

I
M
, p ∈ M ･

(2 ･ 6)

(2 .7)

(2 .8 卜

こ こ に ∇
′
は
, V a n D e r W a e r d e n

- B o rt ol o tti 接続を表し, それ は次で定義さ

れ る:

( ∇k c,)(Y j Z)
-

.
∇妄( c,( y , z)) - J ( ∇ x Y , Z)

-

o
'

( Y , ∇ x Z) ,

X
,
Y
,
Z ∈ T M .

第 2 基本形式の 2 階共変微分を X , Y , Z , W ∈ r( M
_
,
T M ) に村 して

( ∇
2

x
,
y
c,)( z , w ) - ( ∇

I

x ,(∇
/

y
c ,))( z , w ) - ( ∇

'

v x i
, Cr)( Z , W )

で定義する とき, R i c ci の 公式は次で与えられ る‥

( ∇
2

x
,
y
cr)( z , w ) - ( ∇

2

y
,
x
c,)( z , w )

R
l

( x , y) J ( Z , W ) - J( R( X , Y ) Z , W ) - c,( Z , R( X , Y) W ) ･

( 2 .9)

断面曲率が
一

定 c の 完備かつ 単連結な実 n + p 次元 R i e m a n n 多様体を n + p

次元美空間型 と言 い , 記号 研
' p

( c) で 表す.

■
ま た

,
正則断面曲率が

一

定 6 の

完備か つ 単連結な複素 ri + p 次元 R i e rh a h n 多様体を n + p 次元複素空間型 と

言し､ , 記号 面 n + p(6) で 表す.

面
n ' p

( c) の 曲率テ ン ソ ル 副 ま次で 与えられ る‥

頁( x , y ) z - c(( y , z) x -
､
( X , Z) Y) , X , Y , Z ∈ T p 好, p ∈ 好 ･ ( 2 ･ 1 0)

好 n + p(6) の 曲率テ ン ソ ル 副 ま次で 与えられ る: .

頁( x , y) z
'
- 吉(( Y , Z) X

-

( X , Z) Y

+ ( J Y , Z) J X - ( J X , Z) J Y
- 2･( J X , Y ) J Z) , ( 2 ･ 11)

X
,
Y
,
Z ∈ T p M , p ∈ M ,

こ こ に
,
J は 好 n . p(6) の複素構造を表す.

この 節の 最後に仝実およ
.び L a g r a n gi a n 部分多様体の 定義を述 べ て おく･

- 1 9 6 -



部分多様体論に おけ るS i m o n s の 等式お よ びR o s の 積分公式に つ い て

定義 2 A 面 n + p を複素 n + p 次元 K d
'

hl e r 多様体, M
n

をその 実 n 次元部分

多様体とする ･ M
n

が M n + p
の 仝実部分多様体で あ る とは , 次が成り立 つ こ

とを言う:

J T M c T
I
M . (2 .1 2)

ただ し
,
J は 面 n + p

の 複素構造を表す. 特 に p - 0 の とき M n は L a 9 r a n gi a n

部分多様体で あ ると い う .

3 S享m o n s の等式

こ の 節で は
,
Si m o n s の等式をまず

一

般的な場合から始め て , 実空間型内

の部分多様体, 複素空間型内の 複素部分多様体, 複素空 間型内の仝実部分多様

体? 場合 の順 で記述 して い く. 以 下In 次元 R i e m a n n 多様体 M とその 上 の 点

p ∈ M に村 して , ( e l , -

,
e
n) を T p M の 正規直交基底, E 1 , . . .

,
E n を p の 近

傍で定義された M 上 の C
∞

級 べ ? トル 場で 条件 ∇E i( p)
'

- 0
,
i - 1

,
2
,

-

,
n

を満たすもの とする . また M n が Rie m a n n 多様体 研
+ p
の部分多様体で あ

る とき
, p ∈ M に対 して(E l , - I

, E p) を T p
I
M の 正規直交基底とし, 対応する

s h a p e o p e r a t o r A E ｡ を A ｡ と記す.

まず 一

般に次が成り立 つ .

命題 3 ･ 1 M
n を n + p 次元り 丁

マ ン多様体面
n ' p
の n 次元部分多様体とする

とき
, 第 2 基本形式 の 長さ の 平方の L a pl a ci a n に 関して次の 等式が成立する:

喜△II q=
2
- ll ∇

J

c rFI
2
+ ∑j , k( ∇e j ∇去k 舟, c,( ej , e k))

+ ∑i
,i , k( ∇ e i( R ( E i , E j) E k) , J ( ej , e k))

+ ∑i
,i , k( ∇e j( R( E i , E k) E i)

N
, c ,( e j , e k))

+ = i
,i , k( R

i

( e i , ej) c,( e i , e k) , C r( ej , e k))

- ∑i
,i , k( c,( R( e i , ej) e i , e k) , J( e j

･

,
e k))

- ∑i
,i , k(c

,( e i , R ( e i , ej) e k
L
) , g ( ej , e k)) I

証明 まず c o d a z zi の 方程式(2 . 7) を用い ると次が得られ る:

喜∇ E ilF gll
2
- ∑

,

･

,
k(( ∇♭i g)( E j , E k) , C,( E j , E k))

- ∑j , k(( ∇k ,･ J)( E i , E k
.) , q (E j , E k))

+ = j , k( R( E i ,
'
E j) E k , Cr( E j , E k)) ･

( 3 . 1)

(3 ･2)

L a pl a ci a n の 定義およ び(3 .2) を用 い て △FIc ,l[
2
を計算する と次が得られる:

喜△ll qll
2
- 喜∑i

,i , k
∇e i ∇ E ill q H

2

- ∑i
,i , kl ∇ e i( ∇妄j C,)( E i , E k) , C,( E j , E k))

+ ∑i
,i , k((∇

'

e j
g)( E i , E k) , ( ∇; i C,)( E j , E k))

+ ∑i
,i , k

･( ∇ e i( R ( E i , F j) E k) , C,( E j , E k))

+ ∑i
,i , k( R( E i , E j) E k , ( ∇とi Cr)( ej , e k)) ･
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(3 .3) の 2 番目の 等号後の 第 1 項に R i c ci の 公式(2 ･9) , 第 2 項に C o d a z之i の

方程式(2 .7) を適用 して計算する こ と に よ っ て 求め る等式 が得られ る ･ l

こ こ で
,
M
n

の 平均曲率が平行であ ると い う仮定を つ ける と次が導か れる ･

命題 3 .2
-

M
n を n + p 次元リ

ー

マ ン多様体 W
' p
の n 次元部分多様体で 平

均曲率が平行で ある とする とき, 次の 等式が成立する:

喜△ll ql[
2
- ll ∇

'
c,IL
2
+ ∑i

,i , k( ∇e i( R ( E i , E j) E k) , 0
-

( e j , e k))

+ ∑i
,i ,k( ∇ e ,･( R ( E i , E k) E i)

N
,
c,( e j , e k))

-
+ = i

,i ,k( R ( e i , ej) 0
･

( e i , e k) , C,( ej ,i k))

丁 ∑i ,i , k( R ( e i , ej) e i ,
A
J ( e ,I , e た)

e k)
- '∑i

,i , k( R ( e i , ej) e k , A q ( e ,･ , e k) e i)

+ ∑ α
,β
T r ( A α A β

- A βA α)
2

- ∑α
,β( T r A α A β)

2

+ T r A ヵL ,

( 3 . 4)

ただし, T r は t r a c e を取る こ とを意味する ･

- ＼

上 の式か ら特に次が導かれ る . こ れが い わ ゆ る Si m o n s の 等式 と呼ばれるも

の と等価である .

命題 3 . 3 ([1 6] , T h e o , e m 4 ･ 2 ･ 1) M
n を n l p 次元 リ

ー

マ

'

ン多様体 面
n + p

の n 次元極小部分多様体とする とき, 次の 等式が成立 する‥

喜△ll JH
2
- II ∇

′
Jll
2
+ ∑i

,i , k( ∇e i( R ( E i , E j) E k
r) , q ( ej , e k))

+ ∑i
,i , k( ∇e ,I( R( E i , E k) E i)

N
,
o

-

( ej ? e k))

+ ∑i
,i , k( R( e i , ej)

0
-

( e i , e k) , C,( ej , e k))

- ∑i
,i
-
,
k( R( e i , ej) e i , A J( e ,. , e た) e k)

- ∑i
,i , k( R( e i , ted) e k , A J( e ,- , e た)

e i)

+ ∑α
,β
T r( A α A β

- A βA α)
2
- ∑
.
α
,β( T r A α A β)

2
･

さらに こ れから次が得られ る .

(3 .5)

命題 3 ･4 ([ 7]) M
n を n + p 次元局所対称り

⊥
マ ン多様体 面T

' p
の n 次元極

小部分多様体とするとき, 次の 等式が成立する:

喜△･l[c,H
2
- ll ∇

I

c,ll
2

- ∑i
,
k( L e t , R( e i , e k) e i)

+ ∑i
,,
･

,
k( R( e i , e j) c,( e i , e k) , J ( e j , e k))

- ∑i
,i , k( R( e i , e j) e i , A g ( e j , e k) e k)

- ∑i
,i , k( R( e i , e j) e k , A q ( er,･ , e た) e i)

+ ∑α
,β
T r ( A α A β - A βA α)

2
- ∑ α

,β( Tr A α A β)
2

証明 好
n + p
が局所対称で ある こ とから次の 2 式が得られ る:

∇e i( 京( E i , E j) E k) - (∇e i7i)( e i , ej) e k - 0
,

- 1 9 8 -
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部分多様体論に おけ るSi m o n s の 等式お よ びR o s の 積分公式に つ い て

∇
ei(育(E i , E k) E i)

N
- - ∇e

,.(頁( E i , E k) E i)
T

,

た だ し, ( )
T
は( ) 内の ベ ク トル の T M 方向へ の 直交射影を表す･.

( 3 . 8) より次右得る:

( v e ,･( R( E i , E k) E i)
N
,
o-( ej , e k))

一( ∇e ,I( R( E i , E k) E i)
T

,
c,( ej , e k))

-( J( ej ,(頁( E i , E k) E i)
T
) , g ( e j , e k

_
))

-( A J( e ,. , e k
.
)
ej ,- 頁(･Ei , E k) E i) ･

(3 .8)

( 3 .9)

( 3 . 7) , (∂･9) を (3 ･ 5) の 右辺 に代入 して (2 ･4) を用い れ ば革め る等式が得られ
I

-

i . 1

ま た
,
曲率不変部分多様体の琴合

命題 3 .5 M
n

. を
.
rt + p 次葬局所対称リ

ー

マ ン多様体 面
n ' p
の n 次元曲率不

変部分多様体で平均曲率が平行である とする とき, 次の 等式が成立する:

喜△IIJ H
2
-
- ll ∇

′

Jll
2
+ ∑i

,i , k(
ji( e i , e j) g ( e i , e k) , J ( e j , e k))

-

∑i
,i , k( R ( B i

t

,
ej) e i , A J ( e ,-

I
,
e k)
e k)

- ∑i
,i ,k( R ( e i , ej) e k , A J ( e , , e k) e i)

+ ∑｡
,β
T r ( A α A β - A βA α)

2
I ∑α

,β( T r A α A β)
2

+ T r A ヵL ･

( 3 . 1 0)

a m bi e n t s p a c e と部分多様体を特定す る と, それぞれ以下 の 公式 が導か れ

る .

実空間型内の 部分多様体に対 しては次の 命題 が導かれる .

命題 3 ･･ 6 ([1 6] ,[7]) M
n を断面曲率 c 亨も つ n + p 次元実空間型 好

n ' p

( c)

内の n 次元部分多様体とするとき,-)k の 等式が成立する:

喜△Il o-=
2

千 lJ ∇
′

gll
2
十 ∑] ,k(∇e ,･ ∇去k 3) , J ( e j , e k))

+ c nI 刷
2
- c(カ! カ) + ∑j , k( A 的 ,

A
g ( e j , e た)

e k)

+ ∑ α
,β
T r( A α A β - A βA α)

2
- ∑α

,β( T r A ｡ A β)
2

･

(3 .l l)

証明 命題 3 ･I に対 して , (2 ･1 0) , ( 2 ･ 6) およ び(2 ･ 8) を用 い れ ば得られる ･ L

複素空 間型内 の複素部分多様体 に対 して は 次が得られる ∴

命題 3
'

. 7 ([1 4]) M n を正 則断面 曲率 6 をも つ 複素 n + p 次元複素空 間型

面 n + p(～) 内の n 次元複素部分多様体とするとき, 次の 等式が得られる:

吉△lI J[l
2
- II ∇

I

J H
2
+
也辞611 Jll

2
- 8 T r( ∑f = 1 Aぎ)

2

- ∑α
,β( T r A α A β)

2

,

(3 ･1 2)

た だ し
, 添字t に関する和は T

⊥
M の u n it a r y f r a m e に渡る和を意味 し, 添字

α
, β に関する和 は T

⊥
M の 正規直交基底に渡る和を意味する .

- 1 9 9 -



証明 命題 3 ･ 4 に対して,( 2 ･11) , (2 ･6) お よ び(2 ･ 8) を用 い れば得られる ･

∫ l

複素空間型内の仝芙部分多様体に つ い て は ､ 次が得られ る .

命題 3 . 8 ([1] , P r o p o s it i o n 3 . 5 ) M
n を 正則断面 曲率 6 を も つ 複素 n + p 次

元複素空間型 面n . p(6) 内の 実 n 次元仝実部分多嘩体とする とき､

'
次 の等式

が得られる:

喜△ll o
･

Il
2
- ll∇

′
c,lf
2
+ ∑j ,Lk(∇e , ∇去kや, o

-

( ej , e k))

+ 也辞 帥l[
2

一 書(負, 負)
+ ∑j , k( A去ej , A q( e ,･ , e た

~
)
e k) + ∑α

,β
T r( A α A β

- A βA α)
2

-

∑α
,β( T r A α A β)

2
･

(3 ･

_
1 3)

証 明 命題 3 .1 に対 して , ( 2 . l l) , ( 2 .6) およ び(2 .8) を用 い れば得ち れる . l

4 R o s の 積分公式
-

こ の 節で は A . R o s の 積分公式[1 0]. に
つ い て説明する . R i e m a n n 多様体

M に村 して , その 単位接バ ン ドル すなわち長さ が 1 の 接ベ ク トル 全体の 集合

を U M で表す こ､ とに する . 基本原理 は次で ある .

命題 4 . 1 M を n 次元 コ ン パ ク ト1 h
'

e m a n n 多様体とする とき, k 次共変テシ

ソ ル F に対 して 次の 等式が成立する:

/u M(i (∇ ei F,( e i
.

,
V
,

･ ･ .

,
i,) d v - 0

, ( 4 ･1,

ただ し d v は U M 上 の 体積要素を表す.

M
n が k i e m a n n 多様体 面

n ' p
の 部分多様体である とき, T

⊥
M 上 の 対称双1

次形式i , を T(E
L
, り) - T r A E A り, i , り ∈ T p

I
M
, p ∈ M で定義する ･ M 上 の 5

次共変テ ン
'
) ル F( v l , V 2 , V 3 ,

r
V ｡ ,心5) - ((∇ v l q)( わ2 , V 3) , C ,( v ｡ , V 5)) に対 し

▲
て命

題 4 . 1 を適用する こ とに より次が得られる:

命題 4 .2 M 叩 を n + p 次元 R i e m a n n 多様体 面
n + p
の n 次元コ ン パ ク ト部分

-

2 0 0 -



1

部分多様体論に お けるSi m o n s の 等式およ びR o s の 積分公式に つ い て

多様体とす.る とき, 次の 等式が得られ る:

0 - 写
生
･
,I u M II( ∇L c r)( v , v)‖

2
d v･ + / u M ( ∇v

l

( ∇紬) , J( v , V)) d v

+ f u M ( ∑; = 1 ∇v
l
(頁(E i , V) E i)

N
, c,( v , v)) d v

一言Iu M ( ∇v
1
3) , ( ∇L 6)( v , V)) d v

~

〈

1

1

e

6
j u

/

e
L
j u

〟

肘

｢

J b

ん

2
一
3

2
一

3

一

一

p
れ

q

㍗k局
′

し e i)
N
, ( ∇

･

L o
-

)( v , v)) d v

〟
/

し)ら
｢

り

信

一

∇
【

ヨ
p

,
v) , (頁( v , e i) v)

N

) d v

+ I u M ( ∑? = 1 ∇去(頁( E i , V) V )
N
,
c r( v , v)) d v

+ ( n + 4)I u M H A J( v , V) VIJ
2
d v - 4 I u M ( L v , A q( v , v) v) d v

+ J u M ( A がノ, A J( v , V) V) d v - 2 I u M T( c ,( v , v) , J( v , V)) d v

+ I u M ∑? = 1(ji( e i , V) a( e i , V) , C,( v , V)) d v

+ 2 I u M ∑?g l(盃( e i , V) v , A g( e i , V) V) d v ,

(4 .2)

ただ し
,
V は各点 p ∈ M の 近傍で定義さ れた単位接 ベ ク トル 場で Ⅴ(p) -

v
, ∇V ( p) - 0 を満たすもの とする .

証明 C o d a z zi の 方程式
■
(2 .7) お よ び Ric ci の 方程式(2 .8) を用 い る と次が

得ちれ る:

( ∇e i F )( e i , V , V , V , V) - lI( ∇
/

e i
C,)( v , V)=

2

+ ( ∇v
l

(( ∇
'

v
c,)( E i , E i)) , q( v , V))

+ ( ∇v
l

(育( E
.
i , V) E i)

N
,
c r( v , v))

+ ( ∇去(盃( E i , V) V).
N
,

`
J( v , V))

+ ( R
⊥

( e i , V) g ( e i , V) , C'( v; v))

-( cT( R ( e i , V) e i , V) , g ( v , V))
- ( c,( e i , R ( e i , V) v) , C,( v , V)) .

( 4 ･ 3)

(4 ･3) の 右辺第 5 項 に R i c ci の 方程式(2 . 8) , 第6
/

項と第 7 項に G a u s s の 方程

式(2 ･6) を適用する こ と によ り次を得る:

= ? = 1( V e i F)( e i , V , V , V , V)

∑i? = 1 Fl( ∇… i C,)( v , V)‖
2

+ ∑T = 1(∇ v
l
(( ∇

'

v
cr)( E i , E i)) , J( v , V))

+ ∑; = 1( ∇ v
l

(7E( E i , V) E i)
N
,
c r( v , v))

+ ∑? = 1( ∇去(頁( E i , V) V)
N

,
c,( v , v))

+ ∑? = 1(頁( e i , V) 0
･

( e i , V) , J( v , V))

+ 2-∑? = 1( A J ( v , V) e i , A q ( v , e i) V)
- ( L v , A q ( v , v) v) + (S v , A g( v , v) v)

-

■

∑? = 1(ji( e i , V) v , A q ( v ,.v) e i)
- T( g( v , v) , cr( v , v)) .

- 20 1 -
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u
p
M 上 の 1 1f o r r n α

v ( e) - ( A J( v , V) e , A q ( v , v)- v) に発散定理を適用すると次が

得られ る:

2 I u p M ∑? = 1( A q( v , v) e i ,
A
q( e i , V)

V)d v p

- ( n + 4)I u
p
M = A q( v , v) vII

2
d v p

- 2 f u p M ( L v , A q ( v , v) v) d v p (4 ･5)
-

J;i,
P
M
I T( J ( v , V) , J( V , V)) d v p ･

また P v ( e) - (( ∇三Ig)( v , V) , ( ∇L J)( v , V)) に発散定理 を適用する と:

I u
p
M ≡? = 1ll( ∇: i q)( v , V)H

2
d v去

- 苧J u
p
M Il( ∇L q)( v , v)[I

2
dγp

一 号Iu
p
M ( ∇よ舟, ( ∇L q)(b , v)) d v p

(4 .6)
一書Ju

p
M ( ∑? = 1(ji( e i , V) e i)

N
, ( ∇L q)( v , v))4 v p

一

書I u
p
M ∑; = 1(( ∇

l

e i
g)( v , V) , ( 恥 e i) v)

N
) dムp ･

さ らに 7 v( e) - (7f( e , v) v , A q( v , v) v) に発散定理を適用する と‥
-

2 I u
p
M ∑? = 1( 頁( e i , V) v , A J ( e i , V) V) d v p

- f u
p
M = ? = 1(頁(占i , V) e i , A g (ら, v) V) d v p

-

I u
p
M ∑; = 1(ji( e i , V) v 7 A q ( v , v) e i) d v p ･

G a u s s の方程式(2 . 6) から:

(S v , A q ( v , v) v)
- ∑? = 1(育( v , e i) e i , A J (去, v) v)

･+ ( A ヵv , A J( v , V) V) - ( L v , A J ( v , V) V) ･

(4 . 7)

(4 ･8)

I
.
..I
..
‥‥
,.
.
‥

_

_

.I
_

_

_
_

( 4 . 4) に ( 4 . 5) , ( 4 . 6) , ( 4 . 7) お よ び(4 ･ 8) を代入する こ と によ っ て 求め る等式

が得られる . 1

M が曲率不変部分多様体 の場合に は命題 4 .2 か ら次が導かれ る:

命題 4 ･ 3 M
n を n + p 次元 R i e m a n n 多様体 面

n + p
の n 次元 コ ン パ ク ト曲率

不変部分多様体とする とき, 次の 等式が得られ る: .

o - 竿
'I u M ll( ∇L J )( v , V)‖

2
d v + J u M ( ∇v

l

( ∇紬) , J ( v , V)) d v

一書Iu M ( ∇v
1
35 , ( ∇L q)( v , v)) d v

+ ( n + 4)I u M ‖A &( v , v) vLl
2
d v ⊥ 4 I u M ( L? ,

A
q ( v , v)

v) d v

+ I u M ( A がノ, A J( v ,
.
V) V) d v I 2 I u M T( J( v , V) , J ( v , V))4 v

L

ノ+ I u M･ ∑r = 1(可盲i , V) c,( e i , V) , q ( v , V)) d v

+ 2 I u M ∑? = 1(ji( e i , V) v , A q( e i , V) V) d v ･

こ こ からさ らに次が導かれ る三

- 2 02 -
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｢

部分多様体論に お け るS i m o n s の 等式お よ び R o s の 積分公式に つ い て

命題 4 .4 M
n を n + p 次元 R i e m a n n 多様体 面

n ' p
の n 次元コ ン パ ク ト曲率

不変部分多様体で平均曲率が平行で あるとするとき, 次め等式 が得られる‥

o - 苧 I u M ll( ∇L J
.
)( v , V)l[

2
d v + ( n + 4)I u M [l A q( v , v) vll

2
d v

- 4 I u M ( L v , A q ( v , v) v) d v + I u M ( A がノ, A J( v , V) V) d v

- 2 I u M T(
-
J ( v , V) , 0

-

( v , V)) d v

+ I u M ∑: =
J

l(ji( e i , V) c,( e i , V) , J ( v , V)) d v

+ 2 I u M ∑T = 1(ji( e i , V) v , A J( e i , V) V) d b
'

･

次が, い わ ゆ る R o s の積分公式と呼ばれ る もの で ある .

(4 .1 0)

命題 4 .5 ([1 0] , P r o占o sit i o n 1) M
n

を n + p 次元 R i e m a n n 多様体 面
n ' p

の n 次元コ ン パ クト曲率不変極小部分多様体とする とき, 次の 等式が得られ

る:

o - 苧 J uふIl( ∇L c,)( v , v)=
2
d v + ( n + 4) I u M l‡A q ( v , v) v11

2
d v

- 4 I u M ( L v , A J ( v , V ) V) d v

- 2 f u M T( J ( v , V) , g( v , V)) d v

+ I u M ∑? = 1(頁( e i; V) q ( e i , V) , 0
･

( v , V)) d v -

+ 2 I u M ･∑? = i(ji( e i , V) v , A J( e i , V) V) d v ･

(4 .l l)

こ れ らを特定の a m bi e n t s p a c e 内 の 部分多様体に適用 する こ と に
.
i っ て

,
さ

ら に様 々 な公式 が派生する( cf . [1 0]) .

5 応用

こ の廃で は
,
Sil n O n S の 等式の 1 つ の 応用 として筆者が最近得た結果[1 1] に

つ い七説明する . 定理 は次である‥

定理 5 .1 M
n

( n ≧ 3) を年別 断面曲率
-
# 負

一

定 6 ≧ Q の n 次元複素空 間型

好
n( c

～

) 内の 考n 次元完備 L a 9 r a n 9i a n E i n s t e i n 部分多様体で平野曲率が平行

なもの とすると , M
n

bま仝測地的で あるか C
n

内の S
l

(義) × 蔽
- l に合同で

ある( 入 の 定義 は定義 5 . 1 を参照) .

こ の 定理 の 証明 の概要を述 べ る前に , 問題 の背景を述 べ る こ と にする . ｢ 複

素空間型内の L a g r a n gi a n 部分多様嘩で E i n st ei n で奉るもの を決定せ よ｣ と

y
､う問題 は重要な未解決問題 である ･ 非平坦な複素空 間型内の L a g r a n gi a b 部

分多様体で 仝斉的なもの は仝測地的なもの 以外に無 い とい う辛が知られて い

る[1] . そ こ で
,
B . Y .1 C h e n は 次に簡単な部分多極体として H - u m bili c al

.
部分

多様体と い う概念を導入 した.

定義 5 ･ 1 ([4】) 複素空 間型 面 n(6) 申の L a 9r a n 9i a n 部分多様体 M
n

･ が H -

u m bili c al で あ.る とは , M
n

の 各点の 近傍 に関数 入, F L と局所正規直交標構場

- 2 0 3 -



e l , - -, e n が存在 して , M
n
の 第2 甚本形式 q に対して次の 式が成り車つ 羊と

を言う:

J ( e l , e l) - 入J e l , g( e 2; e 2) - - q ( e n , e n) -

P J e l ,

c,( e l , e j) - P J ej ,. J (Fj , e k)
- 0
, j ≠k , i , k - 2

,
･ ･ ･

,
n
.

･

(5 . 1)

H - u m bili c a l 部分多様体 の 典型的な例と して複素射影空間 C P 2 (∂) 内の fl a t -

t o r u s がある･[9] ･ こ れ に対して は
､

入 - 鼻 わ - - 畠 である ･ また複素空間

型内の H -

u m bili c al 部分多様体は B . Y . C h e n に よ っ て完全 に分類されて い

る( cf . [3] , [4] , [5]) . そ こで
, 革々 は手始吟に

A

Il -

u m bili c al 部分多疲体の 中で

E in s t ei n であ るもの を決定しようと考えた .

定理 5 `1 の 証明の概要 M
n

が E in s t ei n で あ ると い う仮定か ら, ( 2 ;5) と

(5 . 1) 右用 い る と p ≡ o ま たは , A - 2FL か
つ 入 は定数

,
で奉る こ と が導か れる .

〃 ≡ o の 場合七は命題 3 .8 を用い る と次の 等式が導かれ る‥

･ o
-芸41l qlr

2
-芸( n

- 1) 入
2
1 ‖∇

l

J‖
2

･

く

したが っ て
,
∂ > 0 の 場合に は 入 ≡ 0 が導かれ て M

n は仝測担的であ る こ

と が分か るこ ま た z5 = 0 の 場合 に は ∇
'

c ' ≡ 0 か ら M n は C n の 平行部分多

様体で ある こ とが分 かり, したがらて F e ril S [8] に与る今類定理か ら M
n
は

s
l

(去) × IR
n - 1 に合同で あ阜こ と が分か る ･ さら に

,
A - 2 p ≠ 0 か つ 定数と

すると命題 3 . 8 か ら次の 等式が導かれ る:

0 - 喜△H c ,ll
2
- ( n

2
- 1) p

2

(芸+ p
2

) + lI ∇
'
c,ll
2

十 ∑i
,i , k(･∇ e ,I(( ∇妄k J)(E i , E i)) , Cr( ej , e k)) I

しか しなが らこ の 等式は平均曲率が平行であ る こ とと矛盾する . したが っ て

こ の 場合は起 こ らな い こ とが わかる∴ 以上 によ っ て 定理が証明された. l

最後に O gi u e 予想[1 3] の うち未解決の 問題 を揚げて おく .

問題 M n を複素射影空間 C P n . p 内の n 次元完備複素部分多様体とする ･

~
も

し断面曲率 K > 0 か つ p < 当 地 である ならば M n は仝測地的か?
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