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1 . ま えが き

導電 性材 料 内部 の 電 位 は ,

一 般 に ポ ア ソ ン

くP o i s s o n l 方程式を満たす. 直方体材料 や円板材料

に対す る電位 に つ い て は, 既 に 述 べ られ て い るo
1
,
21

そ こ で は ポ ア ソ ン 方 程式 は, 主 と し て 変数分離法

に よ っ て 解 か れ た .
こ の 論 文 で は , 有 限 長 の 円柱

材料 の 曲面上 の
一

点 か ら電流を流 し込 み , 他 の 曲

面上 の 一 点 か ら 流 し出す とき, 材 料 内部 の 電位 が

ど の よ う に 記述 さ れ る か に つ い て 論 ず る. ま ず 最

初 に , 無 限長 の 円柱材料 の 問題 を取 り扱 い , 次 に

有 限長 の 円柱材料 の 問題を, 鏡像 法を応用 し て 無

限長 の 円柱材料 の 問題 に 変換 して 取 り扱 う o ポ ア

ソ ン 方 程式 の 解 は, グ リ - ン くG r e e n l 関 数 を用

い る方法 に よ っ て 導 く.

2 . 無限長の円柱材料内部の電位

Fig . 1 は 導電 性 の あ る 円柱材料と先端 を と が ら

せ た 2 本 の 金 属針 く探針 と呼ぶl か ら な る 系 の 概

略図 で あ る. 材料 の 半 径 は a で , 長 さ は b で あ る.

2 本 の 探 針 は 円柱 の 曲面上 の 任意 の 点 で 材料 と接

触 し て い るo こ の 解析 で は 電流 I を探針 A か ら 流

し込 み , 探 針 B か ら流 し 出す場合 を取 り扱 う o 材

料 は 絶縁体 くた と え ば 空 気1 中 に 置 か れ て お り ,

そ の 抵抗率 は
一

様 と す る.

材 料 内部 の 任意 の 点 P C r , 0 , z l の 電 位 O

C r , 0 , z l は , 次 の P o i s s o n 方程 式を満足す るo
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F i g . 1 導電性 円 柱材料と二 本の 探 針か らな る系の 概略図 o 材料の 半径 は a で , 長 さは b で あ る o

電流 l は探針A か ら流 れ込 み , 探 針 B か ら流れ出すo

- 9 -



2 p l

r

6 くr - a l x

F 6 く0 - O B 1 6 くz - z B l

- 6 く0 - O A 1 6 くz - z A lj
. . . く1I

こ こ で
, 探 針 A と 探針 B が 材 料 と 接触す る点 の 座

標 をそ れ ぞ れ くa , O A , Z A J , くa , O B , Z B l と し

て い る. p は材 料 の 抵 抗率 で あり,

6 く0 - O A l , 6 くz - z A l I . .

な ど は デ ル タ 関

数 で あ る . 式 仙 は 探針 A か ら 流れ込 む 電流 と探

針 B か ら 流 れ 出す電流 に よ る材料内 の 電位 を記述

し た も の で あ る が
,
重 ね の 理 を考慮す る と そ れ ぞ

れ の 電流 に よ る電位を別 々 に 求 め , 後 で こ れ ら の

電 位を た し合 わ せ て も 同
一

の 結果 が 得 ら れ る 筈 で

あ る. そ こ で 式 仙 を二 つ の 式 に 分 け る こ と に す

る .
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こ こ で
,
O A は 探 針 A か ら流 れ 込 む 電流 に よ る 電

位 で あ り, O B は 探 針 B か ら流 れ 出す電流 に よ る

電位 を意味 し て い る. と こ ろ で 式 t3I は 式 t2J に

お い て , I を- I に 置 き換 え ,
O A , Z

A を そ れ

ぞ れ O B , Z B に 置き 換 え た も の に な っ て い る の で
,

式 く2I だ け を 解 け ば よ い こ と に な る. 簡 単 の た め

式 t2J の 両辺 を 2 p I で 割 り , O A ノ2 p I を G A

と 置 き換 え る と式 t2J は 次 の よ う に な る.
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6 くz - z A l
. . . く41

と こ ろ で 6 関 数 の 性質 を考慮す る と, 式 く4I の

右辺 の 6 C r - a ll r は次 の よ う に 表わ され る.
3
,
41

6 C r - a l c x, 2 7
,

n s
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s
- 1 a

2

くr n s
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J n C r r n sl a l

J n く7 n sl

l . .

く51

こ こ で , J n くx l は n 次 の 第
一

種 ベ ッ セ ル 関数

で あ る
. ま た 7

,

n B は d J n くx Jノd x - 0 の 根 で あ

る o さ ら に , 式 く41 の 6 くO 1 0 A l と

6 くz - z A l は そ れ ぞ れ 次 の よ う に表 さ れ る.
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1 く二I O

- E e x P E i n く0 - O A lコ
2 7 r n - l e o

1 cx l

一 三 e
n
c o s E n く0 - O A lj
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2 7T I C X3

CI CO く z , z A く cx 3 l . . . m

こ こ で
,
i は 虚数単位 で あ る.

そ こ で
, 式 く5J, t6J, m を用 い る と式く41 の 右辺 は

6 くr - a 1 6 く0 - O A 1 6 くz - z A 1

1

2 7 T
2
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i k くz - z A lj d k

. . .

t8J

と な る . い ま グ リ
ー

ン 関数 G A を式 く8J と 同様 な

形式 の 展開

G A い ,
0
,
z 三 a , O A , Z A l -

C O C X 3 0 0

E I I g n s くk l e n x
n
-

O s - 1 - o o

c o s E n く0 - O A lコ J n くr r n s J
l
a l x

e x p E i k くz - z A lj d k . . 1 t9J

に 仮定す る と 式 t4J は 次 の よ う に な る.
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と こ ろ で
, 式 aOJ の 左辺 の く ナ の 中 は
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と な る の で
, 式 く10J は次 の よ うに 整 理 さ れ る .
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そ こ で 式 く13J を式 く9J に 代 入す る と グ リ ー

ン 関 数

は次 の よ う に な る.
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と こ ろ で ベ ッ セ ル 関数 J o くx l の 一 次 導 関数 の

根 の う ち
一

番 目 の 根 r o l は ゼ ロ で あ る か ら
5J
, 式

く14J の 右 辺 の 第 1 番 目 の 積分 は

-

cx 3 e X p E i k くz - z A lコ

- cxl k
2

- - 2 7T くz - z A l くz ン z Al

三 0

と な る
.
ま た

, 第 三 番 目 の 積分 は

-

cx 3 e X p E i k くz - z A lj
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.

く12l m s

した が っ て , 式く12J か ら関数 g n s くk う が 求 め られ る.
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と な る. し た が っ て , 式 く15I と式 く161 を用 い る と

探針 A か ら流 れ 込 む 電流 に よ る 電位 O A は , z と

z A の 大 小関係 に よ り 次 の よ う に な る.

くアI z ン z A の 領域 に お け る電位
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一 方 , 探 針 B か ら流 れ 出す電流 に よ る電位 を求め

る に は
, 式 く川, く18J に お い て I- - - I , 添 え 字 A

--Ill, B に 置 き換 え れ ば よ い の で 次 の よ う に な る.
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材料 内部 の 任意 の 点 P くr , 0 , z l の 電 位 は ,

重 ね の 理 に よ り そ れ ぞ れ の 領 域 に 対 す る式 く17 ト

位01 の 和 に よ っ て 表 さ れ る. す な わ ち

くオI z 5 z A の 領 域 く領域 1 と 呼 ぶう に お け る

電位を 0 1 と す る と
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と な る o ま た ,
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電位 0 2 は
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と な る. さ ら に ,

くキI z 三三 z B の 領域 く領域 3 1 に お け る電位 0 3 は

0 3 C r
,
0 . z う - 式 く181 + 式 CZOI
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a l

ー ー
E

三 E
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,
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2 p I 竺 EP r n s J n C r r n s J
,
a l
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1 J n く7 n 8J
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と な る.

3 . 有限長の 円柱材料内部の 電位

有限長 の 円柱材料 の ば あ い ,
F i g .
2 に 示 さ れ

る よ うに 電流源 の 鏡像を考 え る . こ の よ う に す る

と 有限長 の 問題 は無限長 の 問題 に帰着 し, 前 節 で

導 い た 式 を 用 い る こ と が で き る o F i g . 2 の + 記

号 は材料 に流 れ込 む電流, 0 記 号 は そ の 鏡 像 を表

し
, 一記号 は材料 か ら流 れ 出す電流 , 0 記 号 は そ

の 鏡 像 を 表 して い る. 材料 内部 の 電位 は , 電 流 源

と そ の 全 て の 鏡像 に よ る 電位を た し 合 わ せ る こ と

に よ っ て 求 め る こ と が で き る .

ま ず, 材 料 に 流 れ 込む電流 工 に よ る 領域 1 の 電

泣 o l
+

は次 の よ う に な るo
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0 0
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m
- 1 z A一斗 2 m b + z A

こ こ で
,
た と え ば t171

. . . C24J

+

z A- - - 2 m b - z A

は 式 く仰 の z A に - 2 m b - z A を代 入 す る こ と

を意味 し て い る . 同様 に , 領 域 2 の 電 位 0 2
+

は

o 2
+

く r , 0 , z J -

C IO

E t17I

m
-

0 z
A- - ー 2 m b - Z A

くXつ

E く川
m

- 1 z
A
- - 2 m b + z A

O くI

E く181
m

-

1 z
A一- 2 m b - Z A

く二x つ

E く18l
m

-

0 z
A- - 2 m b + Z A

+

. . I C25J

と な る o ま た 領 域 3 の 電 位 0 3
+

は 次 の よ う に な

る.

o 3
+

C r , 0 , z l - 0 2
+

C r , 0 , z l

. . 1 相

同様 に し て , 材料 か ら流 れ 出す電流一工 に よ る各

領域 の 電位 は次 の よ う に な るo

ト
ー b 1 一 - I

oE享ヨE l t 巨1 Fij e

蛋
I

古
J

r u
u EP ご

J

+ +

古
J

F

l くつ N

t7J
N ロ F EY EP

t I

F
N

tD
N

EP EP 舎
+ + l

fZIT
J
F F

Fi g . 2 円柱材料が有限長 の 場合に 考え られ る電流 源 の 鏡像o O 記号 は材料 に流れ込 む

電涜 の 鏡像であ り , 0 記号は材料か ら流 れ 出す電流 の 鏡 像で あ る.
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0 1A C r , 0 , z l -

く二Xつ

E く191
m

- 0 z B- - - 2 m b - z B

O O

E く191
m

-

0 z B- - - 2 m b + z B

O O

E 位01
m

- 1 z B- - 2 m b - z B

O O

E く抑
m

- 1 z B
- 2 m b + z B

0 2- C r , 0 , z l - 0 1一 い , 0 , z l

0 3J くr , 0 , z l -

O C I

E く19I
m

- 0 z
B- - - 2 m b - z B

O O

三 く19I
m

- 0 z
B- - - 2 m b + z B

Oくつ

E 世仰
m

- 0 z
B
- 2 m b - z B

O O

E 位OJ
m

- 0 z
B- + 2 m b + z B

+

0 くつ

m

E
- o
F くz + z B , O B ト

C O

E F く- z - z B , O Bl 一
凧 1

- il

くこXつ

三 F く- z + z B , O Bl
郁 1

- iJ

領 域 2 の 電 位 0 2 は

. . . 6m o 2 い ,
0
,
z l -

0 2
十

c r , a
,
z l + 0 1- C r , 0 , z l

. . . e8ン

. . . 扮

した が っ て
,
流れ 込 む 電流 と流れ出す電 流 の 両者

が存在す る場合, 電 位 は 重 ね の 理 に よ り次 の よ う

に 表 さ れ るo

領 域 1 の 電 位 0 1 は

0 1 C r , 0 , z l -

0 1
+

く r , 0 , z l + 0 1- い , 8 , z l

O C l

- E F くz - z A , O A l +
m

-

0

C IC I

E F くz + z A , O Al +
m

-

0

く二Xつ

E F 卜 z I Z A , O A J +
Eii l

-

il

C X 3

E F く- z + z A , O Al -
11 ュ

-

1

C x 3

E F くz - z B , O B l -
m

-

0

一三註くz - z A , .
0 0

m

E
- o
F くz + z A , O A l +

CO

E F くz - z A , O A l +
斬1

- il

O O

m

E
- o
F ト z + z A , O Aう +

くつO

E F く- z - z A , O A l -
hn t

- il

O つ

E F くz - z B , O B l -
m

- 0

0 くつ

E F くz + z B , O Bl -
m

- 0

0 くつ

E F く- z - z B , O B l 一
両1

- il

CX I

E F く- z + z B , O B I
E h l

i - il

領域 3 の 電 位 0 3 は

0 3 くr , 0 , z l -

0 2
+

い ,
0
,
z J + 0 31 C r , 8 , z l

器 くz B - Z A , .
0 0

E F くz + z A
,
O A l +

m
-

0

0 くつ

E F くz - z A , O A l +
Fi il

- il

く二Xつ

m

E
- o
F 卜 z + z A , O AJ +
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導電性円柱材料内部 の電位

0 0

E F くI Z - Z A , O A l 一
酌1

ii
- il

O C I

三 F くz + z B , O B l -
m

- 0

LT tJI
E F くz - z B , O B l -
t ll

- 1

CXつ

E F く- z + z B , O B l -
m

- 0

C x3

E F ト z - z B , O B l
岡

, - iJ
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こ こ で
,
F くz , O Al は 次 の よ う な 関数 で あ る .

F くz , O AI -

p I
I
CX , J o C r r . s J

l
a l

7T a s
- 2 7

,

o s J o くr osl

e x p ト く2 m b + z l r o sノ a コ +

2 p I 雪 空 r n s J n C r r n sノ a l
E I

7 T a n
- 1 s

- 1 く7
,

n s

2

- n
2

1 J n くr n sI

c o s E n く0 - O A Jコ x

e x p ト く2 m b + z l 7, n sJ
,
a コ

4 . む す び

電位 は, 材料 内部 の 電界分布 や電流分布 を明 ら

か に す る と き に 必要 と な る基本的 な量 で あ る o こ

の 論 文 で は, 有限 長 の 円柱材料 を取り上 げ, そ の

電位を グリ ー ン 関数を用 い る方法 に よ っ て 導 い たo

そ の 際, 有 限 長 の 円柱 を電流 の 鏡像 を考 え る こ と

に よ っ て 無 限長 の 円柱 の 問題 に帰着 し た .

今 回導 い た 電位 は, 材 料 の 抵 抗率を. 4 探 針 法 に

よ っ て 測定す る と き に 必要 と な る 補正係数 を 求 め

る 問題 に 応用 で き る. す な わ ち, 二 本 の 電 流探針

の 内側 にもう二本 の 電圧探針 を置 い た と す る と ,

電 圧探針 は領域 2 に 存 在す る こ と に な る の で
,
そ

の 電位 は 0 2 C r , 0
,
z l に 電 圧探針 の 座標 を代入

す る こ と に よ っ て 求 め られ る. こ の よ う に し て 得

ら れ た補正係数 は, 変 数 分離法 に よ っ て 導 か れ た

電位を用 い て 求 め た 補正係数 と数値 の 上 で 一

致 す

る こ と が 確認 で き た .
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