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は じ め に

本稿 は代 数 方 程 式論 くり 亡く21コ に 続く も の で

ある
o

5 次 の 代数 方程 式 の 代数的解 法 が
一 般 的に

は不可能で あ る こ と の
,

ル フ ィ ニ
,

ア
- ベ ル 等の

アイデア に よ る
, 初等 的 な証 明 を完結 させ る と と

もに, 実 際 に 前稿 及 び 本 稿 を,
セ ミ ナ ー を通 し

て
,

本学部 の 三
,

四年次学 生 の 指導に 用 い て 得 ら

れた教育上 の 問題 点等 に つ い て も考 察を加 え る o

前稿, 代数方程 論 くI l の 目次 を あげ てお くo

1
.

2 次方程 式

2
.

3 次方程 式

3
. 有理 式と 四 則

4
. 有理式を含 む 体 の 列

5 . 代数的解 法 の 定 義

6 . 根 の 置換

以下本稿 に 続く o

了
. 置換 に つ い て の 注意

ここ で は ,
ル フ ァ ニ

,
ア

ー ベ ル の 理論 に 必要 な

置換に つ い て の 事柄 に つ い て 述 べ る. 前稿 同様に

こ こ で の 置換 と は,
5 文 字 く1

,
2 , 3 ,

4
,

5 ナ の 置換 の こ と で あ る
o

命題 l
. 任 意の く5 文 字 のJ 偶 置換は

,
3 次

の 巡 回置換 の 横 で 表 わ せ る o

証 晩 2 つ の 互換 の 横 が 3 次の 巡 回置換 の 填

で 表 わせ れ ば よ い
o 任 意 の 2 つ の 互換を

o
.

- くijl ,
ア ニ くk m l

と す るo
こ こ で i

, j ,
k

,
m は 1

,
2

,
3

,
4

,

5 の い ず れか の 数字でi 幸j ,
k 幸 m と す るo す る

と次 の 3 つ の場 合 が 考えられ るo

くり i
, j ,

k
,

m が すべ て 異な る と き.

こ の と きは

6 T
二 くij klくj k m l

と すれ ばよ い
o

くIIl i
, j ,

k
,

m の 中 で
一 組 が 等 し い と き

こ の と き は , j ニ k と し て よ い
o

な ぜ な ら ば ,

i - k の と き はi をj に , j をi に あ ら た め て お き

なお せ ば よい
o 他 の 場合 も同様な繰 作を して , 始

め か らj - k と 仮定 して よ い
o す る と

o
.

I
- くijl くj m l - くij m l

と なり ,
ニ の 場 合 もな り た つ

.

u IIl i - k
, j -

m の と きD

こ の と きは

o
.

1
- 川 二 恒 等置換

で ある か ら

o
.

I
- く12 31

3

と す れば よ い
o

-- l -.-

く証 明 終l



命題 2 . 任 意の く5 文字 のl 偶 置換 は 5 次 の

巡 回置換 の 横 で表 わせ る
.

証 明 . 命題 1 よ り任 意の 偶置換は 3 次 の 巡 回

置換 の 積 で 表わさd l るか ら
, 任 意の 3 次 の 巡 回置

換が 5 次 の 巡 回置換 の 積 で 表 わされ る こ と を示 せ

ばよ い
o 実際

くijkうこくi m k n jIくm i n kjl

で あ るo こ こ で i
, j ,

k
,

m , n は 1 か ら 5 ま で

の すべ て の 文字を表わ すo く証 明終1

8
. 不可能 の 証明

本節で は 以上 の 準備 の下 で , 本稿 の 目的 の
一

つ

で ある次 の 定理 を証明す るo

定理. 5 次 の 代数方程 式の 代数的解法 は
一

般

に は 不可 能で あ る
o

証 明
.

x l ,
X 2 ,

X 3 , X . , X 5 を不 定元 と して
,

こ れら を根 に も つ 5 次 方程 式

f くx l
- くx

-

x ll くx
-

x 21 くx
-

x 3I くx
-

x .I

くx
-

x 5う

ニ
X

5
- X I X

4

十X 2 X
3 -

X 3 X
2
+ X 4 X

-

X 5

ニ
0 く11

を考 え る
Q 前稿 第 5 節 で述 べ た ように

, も し方程

式く1H こ代数的 な解 が 存 在 す る な ら ば くP ll ,

くP 21 をみ た す 申. ,

. . .

, 申n が存在 して

x l ,
. . .

, X 5 E K く屯
. - .

, 屯-1

と で き る
o

こ こ で K - C くX l ,

. . ,

,
X 5J で ある o

更 に 同 節 の ア
- ベ ル の 補題 よ り 軌 ,

. . .

,
O n は 複

素係数 の x l ,
X 2 , X , ,

X . ,
X 5 を不 定 元 と する 有

理式 と仮定で き る o ア
- ベ ル の 補選 は 次節 で 証 明

す る
o あ るi に つ い て 申. が K くo 1 ,

.
. .

,
申 ト 1l の

元 ならば

K くo . ,

. . .

, 申ト 1l - K くo l ,

.
. .

, 如

が な り た つ か ら
,

始 め か ら す べ て の i - 1
,

- - .

,

n に つ い て

中一年 K く軌 ,

. . .

,
申ト lう

と して もよ い
, 上 の 式 に お い て i - 1 の とき は

申1 年 K

と考 える
o

く乱 K 手C くx l ,

. . .

,
X 51 で あ る か ら

, 上 の よ

う な 申. が
,

5 次 の 方 程 式 に は 代 数 的解法 が 存 在

する と い う仮定の 下 で
,

か ならず存在 す る こ とに

注意し て お く.
1

そ こ で
,

ま ず 第
一

に 0
1 を 考 え て み よ う

o 仮定

よ り 0 .tま複素 数 を 係 数に も つ x l ,

I . .

,
X

5 の有理

式 で ある か ら

軌 二 戦くx l
,
X

2 ,
X 3 ,

X . ,
X 5l

- O lくx .
,

. . .

,
x 51

と表 わすo

申王年 K - CくX l ,

. . .

,
X 51

ゆ え 申l は対 称 で は な い

く注. 対称 有理 式 は 第6 節で 見 た よう に
, 対称

式 の 商で 表 わさ れ
, 対 称式は 基本 対称 式の整式で

表 わ され るQ ゆ え に 0 1 が 対 称 有理 式で あ る とす

る と X l ,

. . .

,
X 5 の 有理 式 と なり O 1 年 K なる仮定

に 矛 盾す るol

ゆ え に あ る 互 換 が q が 存在 し て
q 申

l
手取 と でき

るQ

一 方
, p l

-

p とお く と
, 仮 定よ り 即 E K

,

すなわ ち 魯苧は 対称 有理式 で ある か ら

qく中里l - 申宇

が なり た つ
o 明 らか に

qく中空l - く
q
o ll

p

で あ るか ら

く
d
申1l

p
- 申写

を得 るo す なわ ち d
申1 は eく幸 11 を 1 つ の p

乗根 と して

q
申1

-
e ゅ l

と表 わせ る o ゆ え

申1

q ロ
申1

-
e

q
申1

-
e

2
申1

で あ り, こ れ に よ り e
ニ ー 1 と な るo す な わち

p l
-
p

- 2 と なる
.

以 上 の こ と よ り 0 1
- 動くx l ,

. . .

, X 51 は 第 6 節

の 系 2 の 条件をみ た す o
ゆ えに 有三哩対称 式G が存

在 し て 0 1
- G A と 表 わ せ る o

こ こ で A は x l ,

. . .

,
x 5 の 差穣 で あ る

o

さ て G は 有理 対称 式 で あ る か ら前 に 述 べ たよう

に G E K
.

ゆ えに

K く申1l - K 仏l

が なり た つ
o

なぜ なら ば K く申11 は 体 で あ るか ら

G
-

1
G K く申11

更に

G
-

1

,
o .

E K く匂1l E jl A - G- 1
o l E K く魯1j

が な り た つ か ら で あ る
o

ゆえ に tZl
1 の か わり に A

を考 え れば よ い
o

そ こ で 始め か ら 軌 を A と お い

- 2 -



代数 方程式 論 く工い

てよ い
. す なわ ち 5 次方程 式に 代数 的 な根 の 公式

が 存在す る と 仮定 す る と ,
D - A

2

くE K l と お い

て jj5
-

なる形の 2 乗根 が か ならず 現 わ れ るo

次 に 第 二 の 元,
申 2 に つ い て 考 え るo 仮 定よ り

申2 は K く0 .1 に 入 ら な い X l ,

. . .

,
X

5
の 有理 式 で

ぁ る. そ こ で o
.

を任 意 の 偶 置 換 と し て 呼 2
ニ 申 2

と す る と ,
第 6 節 の 系 3 よ り, 有理 対称 式 F i ,

F 2 が存在 して

魯2
- F l

+ F 2 A

と 表わせ るo と こ ろ で F l ,
F 2 は K の 元 で あ る か

ら

申2
- F l 十F 2 A e K くAユニ K く如

とな り仮定に 矛 盾する
.

す なわ ち
T

申 2 手 中 2 な る偶

置換 1 が 存在 す る.

一

九 命 題 1 よ り で は 3 次

の 巡 回置換の 横 で あ るか ら
,

そ の うち の 少なく と

も
一 つ

,
そ れ を a と す る

,
に つ い て

a

申2 手 中2 と

なる .

く乱 で は3 次 の 巡回置換 a l ,

. . .

,
a m の 横

1
ニ

a l

. . .

a m

とす る と
,

あ る a
-

a
j
に つ い て

q

申2 車中2

とな る
.

なぜ なら ば
,

もしす べ て の a lti - i
,

. . .

,

m l に つ い て

佃 2
- 申2くダ

ニ
a ,l

とする と

r

申2
- 申 2

とな っ て 矛盾 を生ずる o ラ

そ こで p 2
- q と お く と 仮定 より

魯号E K く申.l - K 仏l

が なり た つ
,

ゆ えに

申3 -
a .

+ a l Aくa o ,
a l e K l

と表わせ るo 3 次 の 巡 回置換 は偶 置換 な る こ と に

注意すれ ば,
a o ,

a l は対称 有理 式,
A は 交代 式 ゆ

え

u

くa . + a . Al - a . 十 a . A

である か ら

くq 申2l q -
a

く中等l - 申笥

が な り た つ
, そ れゆ え に e を 1 の q 乗 根 と す れ

ば

u

申2
ニ

e 申2

と表 わせ る
o

a は 3 次 の 巡 回 置 ゆ え a
3

- く11 ニ 恒

等置換 と なる か ら

申2
- q

咽 2
- u qくE 申2l

-
e

u q

申2
ニ

s
qくE 申2l

-
e

2く

唾 2
-

e
3
申2

を得 る
o

こ れより 8
3

- 1 . 更に

E 申2
二 q

申2
車 中 2

より e 事 1
,

す なわ ち 占 は 1 の 虚 3 釆根 と な るo

それ ゆえ q
- 3 で あ るo

さ て
,

こ ん ど は 命 題 2 よ り で は 5 次 の 巡 回 置

換 の 横 と表 わ せ る o それ ゆ え 3 次 の 場合 とは ま っ

たく 同様に し て 5 次 の 巡 回置換 P が存在 して

佃 2 車 中2

と表 わせ る
o

3 次 の 場合 と 同様 の 諌論 を適 用 して

q
- 5 を得 る が

,
こ れ は 上 記 の 結果 q

- 3 に 矛 盾

す る
Q すなわ ち定 理が 証 明され た

o
く証 明 料

9 .
ア

ー ベ ル の 補題 の 証明

前 節に お い て , 5 次 の 代数方程式 の 代 数的解 法

は不 可能で ある こ と が 証 明 され た が ,
これ は 前稿

第 5 節 の ア
- ベ ル に よ る補題を仮 定して い た

.
こ

の 節 で は そ れ を 証 明 す る
o

7
- ベ ル の 原 論 文

亡く11j の まま で は 不 十分 で あ るo 守 屋 E 川, p . 5 4

- 5 6コ に お い て , 拡 大体 の 次数の 理論 を 用 い て そ

の 厳密な証 明をして い るが
,
本論文 の 教育目的 に

そ ぐわな い
o 以下,

ア
- ベ ル の ア イデ ア に 基 づ い

た初 等的 な証 明を試 み る
o

さ て ア
- ベ ル の 補題を再記す ると , 次 の よ う な

もの で あ っ た o

x iくi ニ 1
,

. . .

, 51 は 不 定 元 x
l ,

X 2 ,
X 3 ,

X 4 , X 5

の i 次 の 基 本 対 称 式 と し, K - C くX l ,

. . .

,
X 51 と

お くo C P ll , t P 21 を み た す 軌 ,

. . .

,
申n が 存在 し

て

x . ,

. . .

,
x 5 E K く軌 ,

I . .

,
O nl

と で き る なら ば O l ,

. . .

,
O n を う ま く 選 ぶ こ と に

ょ っ て 軌 ,

. . .

,
申 n を x , ,

. . .

,
x 5 の 有理 式 し複素 係

数l と す る こ と が で き るo

証 明 . 仮 定 よ リ x
i

E K く0 1 ,

. . .

,
申 n H i - 1

,

■ . .

,
51 で あ る

o
n を こ の よ う な 佃走 を み た す 最

小 の 数 と し て お くo

く注.
ア

-

ベ ル の 補 題 の 仮 定を み た す 軌 ,

I . .

,

o n
の 中 で

,
n が 濠 小 と な る よ う に 0 1 ,

. I .

,
申n を

選 ん で お く ol

- 3 -



明 らか に n 主 1 で ある o さ て x .くi - 1
,

. . .

, 51 は

x l
ニ a J . + a 王1 屯1 +

. . .

+ a l p- l 申呂A
l

くp
-

p n ,
a lj E K く0 . ,

. I .

,
O nl j - 0

,
1

,

. . .

, p - ll

と 表 わ せ るo こ こ で a I O 臼 - 1
,

. . .

,
51 以 外 の a lj

が す べ て 0 と す る と

x i
- a

1 . E K くo . ,

I . .

,
O n - ll

と なり n の 最 小 性 の 仮 定 に 反 す るo ゆ え に a l,

くj 幸 Oj の 少なく と も 1 つ は 0 で な い こ と に 注 意

して お くo

さ て a ljくi - 1
,

. . .

5
, j - 0

,

. . .

,
p -

1 1 及 び 申 n
P

より な る集合 を A と お く
, すな わち

A - くa lJ ,
申

n

PJj - 1
,

.
. .

, 5 ,j - 0
,
1 ,

. . .

, p
1

1 ナ

であ るo
A の 任意の 元 a く-

a
., 又 は 申

pI は

Kくo l ,

. . .

,
申

n - ., の 元 で あ る か ら

a
ニ b

a o
十b 8 1 申n - 1 + I . . + b

a q 1 1 申 n

q
二王

くq
-

恥ト l ,
b a一e K 仲. ,

. . .

, o n - 2ン,j - 0
,

. . .

, q
-

ll

と表 わされ るo もしす べ て の A の 元 a に つ い て

b a1くj - 1 ,

. . .

, q
-

l l が 0 なら ば

a
ニ b a o E K く恥 . . .

,
申n - 2う

とな る. とく に a - 申芳の と きを考 え る と

O n

P
E K く軌 .

. . . 申
n J

が なり た つ
o

ゆ え

K こ K くo ll こ
. . .

C K くo . ,

. . .

,
申n- 2l こ

Kくo
1 ,

. . .

軌 - 2 ,
申nl は くP ll , くP 21 をみ た し

x I E K くo 1 ,

. . -

,
申 n

-

2 ,
申nl くi - 1

,

. . .

,
5 J

が な り た つ
.

こ れ は 軌 ,

. . I

,
O n の 個 数 に 関 す る

最小 性の 仮 定に 反す るo ゆ え に あ る a E A が 存

在 して b a l ,
b a 2 ,

. . .

, b a q - l の 中 の 少 なく と も 1 つ

は 0 で は な い
o

さ て す べ て の b a jくa E A
, j ニ 0

,
1

,

. . .

, q
-

11 及

び

O
n

q
-

. よ りな る集合 を B で 表 わす, す なわ ち

B - くb aj ,
申

n

q
-

1l a E A
, j -

0 ,
1

,

. . I

, q
-

ぃ

で あ るQ B の 任意の 元 b く- b al 又は 申 n
q

-

1j は

Kく軌,

. . .

, 申 n - 2l の 元で あ る か ら

b - c b O + c bl 申n - 2 +
. A .

C b r - 1 0 n

r
二主

くr
ニ
P n - 2 ,

C bj E
-

K く0 . ,

. . .

,
O n J , j - 0

,
1 ,

. . I

,
r

-

ll

と表 わせ る
o 前とま っ た く 同様 の 議 論 を繰 返 して

あ る b e B が 存在 して c b l ,

.
. .

C b ト 1 の 中 の 少 なく

と も 1 つ は 0 で ない
o

さ て す べ て の c bjくb E B
, j - 0

, 1 ,

. I .

, r
-

l l

及 び 耶 - 2 よ りな る集合を C で 表 わすo す なわ ち

C - くc
bj

,
o m - 2Jb E B

, j - 0
,
1

,

. . I

,
r

-

り
で あ るo

以 下 同様 に して 集合 D
,
E

,

. . . を 定 義す る
o 以上

をま とめ て 整 理す る と , 集合 A
,

B
,

C
,

D
, E

,

. . .

は

A こ K く申
l ,

. . .

,
申n - ll

B こ K く軌
,

. . .

,
申n- 21

C こ K く0 1 ,

. . .

,
申 n - 3j

D こ K くo l ,

. . .

,
申n J

E こ K くo 1 ,

I . .

,
魯n - 51

で あ っ て
, A に つ い て は

A - くa
り, 申

p

nJi - 1
,

I
. .

, 5 ,j ニ 0
,
1

,

.
. .

, p
- 1ナ

くp
-

p nl

X l
ニ a l o + a ll ゅn + . . . + a l , - 1 申 n

P - 1

くi - 1
,

. . .

, 5 1

とく に a
lj 串 0 くj 幸 O l な る元 が 存在 す るo

又 B に つ い て は

B - i b
aj

,
o n

q J a G A
, j - 0

,
1

,

.
. .

, q
-

1ナ

くq
-
p n - 1j

a
ニ b a o + b 8 1 申n - 1 +

. I .

+ b a 句 - l 耶 二.

I

くa E Al

とく に b aj 年 0 くj 幸 Ol なる 元 が存在 す るo

又 c に つ い て は

C - くc bj , O n

r
- 2fb E B

, j - 0
,
1

,

. . .

,
r

1

1ナ

くr ニ
p n- 21

b - c b O + c b l 申 n - 2 +
. . .

十 c b q - 1 0 n

r
二王

くb E BB

とく に c b1 年 0 くj 幸 O l なる元 が 存在 す るo

以下 同様に C
,
D

,
E

,

. , .

が 定義され て い るo
ゆえ

に 集 合 の A
,

B
,

C
,

D
, E

,

. . .

の 最 後 を Z と お

く と Z は K の 部分 集合 と なる
o

さ て 以 上 の 準 備 の 下 に , 軌 ,

. . I

,
tZ,

n をうまく選

ぶ こ と に よ っ て 0 1 ,

. I .

,
申n が x . ,

. . .

,
x 5 の 複素係

数 の 有 理 式と で き る こ と を示 そうo

ま ず第 一 段 と し て 申n をう まく えら ぶ こ と によ

り 軌 及 び A の す ペ て の 元 が x l ,

. .
.

,
X 5 の 有理 式

と な る ように で き る こ と を示 すo

始 め に 第 一

の ス テ ッ プ とし て

a I O , a 1 1 申n ,
a 1 2 申芸,

A . I

, a I ,- . 申 n

P
-

l

くi - 1
,

. . .

,
51

がす べ て x l ,

. . .

,
X 5 の 有理 式 で あ る こ と を示 すo

そこ で

-

4 -
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F l ほ1 ニ a 10 + a 1 1 X 十 . I . + a l p- 1 X
P- 1

とおく

f くx う
ニ X

5 -

X I
X

4
+ X 2 X

3 -

X 3 X
2
十X 4 X - X 5

ニ くx
-

x .1くx - x 21 くx
-

x 31 くx
-

x
.,

くx
-

x 51

であ っ たか らfくx il - 0 に 注意 す る o 他方 こ の

fくxl に x
ニ F 王くXl を代入す る と

ftF iくX り - F ,くXう
5 -

X I F lくX1
4
+ . . . + X 4 F -くX 卜 X

5

で あ り,
こ れ は 簡 単 な計算 に よ り K くo . ,

. . .

,

o n J を係数に も つ 変数 X の 多項 式 で あ るo す

なわち

fくF lくXll - G くXl - A o X
m
+ A I X

m - 1
+ . .

. + A m

くA . E K くo l ,

. . .

,
魯n - .ll

と 表わせ るo そ こ で任 意 の 正 の 整 数j に つ い てj

をp で 割 っ た 商 Qくjl ,
余 り を R くjl で 表 わ す こ

とにす る と

j - Qくjl p + R くjl く0 妄 Rくjl くpl

である か ら

G くXl ニ A o
X

Qt m l p + Rt m l
+ A I

X Q くm - li p + R i m - 1 1
十

. . . +

A m
- . X + A m

となる
o

それゆ え G くXl は

G くXl ニ G lくX
p

つX
P - 1

+
. . . + G ,- lくX

p

うX +

G ,くX
p

l

と 表 わ せ るo
こ こ で G j くXl は K く0 . ,

. . .

,
申n

-

ll

に係数をも つ 変数 X の 多項式 で G
jくX

p
l は そ の X

に X
p を代 入 し た もの で あ るo そ れゆ え G jくX

p

l の

x に O n を 代 入 し た 催 G jく申告う は K く0 1 ,

. . .

,

礼 .l の 元 と な るo さ て GくXl に 申n を 代 入 す る

と

Gく魯nl - G lく魯 n

P

沖 n

p
- 1

+ I . . + G
,- 1 くO n

P 畑 n 十

G
pく魯 n

Pl

と表わされ る
o イ反定よ り

Gくo nl - fくF ,くo nll 二 fくx ,1 - 0

で あ る か ら
, 軌 年 K く軌 ,

. I .

,
O n - 11 に 注 意 す れ

ば
, 前稿 第4 節 t P 31 よ り

G lく耶ナ- G 2くO n

Pl 二 , . . - G ,くO n

Pl ニ 0

となるo そこ で e を 1 の 任 意 の p 乗根 と す る と
,

Gくe 申nl - G .く魯 n
Pl e

p - 1
魯 n

P- 1
+

. . . +

G pー1く申 n
Pl e 申n + G pくO n

Pl - 0

である か ら

fくF
,くe 申nll ニ G くe 申nl - 0

がなり た つ
o す なわ ち F ,くe 申 nl は fくxl - 0 の 根

で あ るo そ れ ゆ え F .く8 申 nl は x l ,

. . .

,
X 5 の どれ

か と 等し い
,

と く に F lく8 0 nl は x l ,

. I .

,
X , の 有

理 式 で あ る o ま っ たく同様にして 任意のj ニ 1
,

.
.

.

,

p
-

1 に つ い て F iくe 崎 nl が x . ,

. . .

,
x 5

の 有理 式

で あ る こ と が 示 さ れ るo

一

方

F lく軌l -
a . a

+ a ,1
申

n
+ I . . 十 a .pー. 0 n

P
- I

F Iく8 0 nl - a . .
十 a 1 1 e 魯n

+ . . . + a . p - 1 E
P

- 1

0 n
P

- 1

F lくe
p- l

申 nl - a 1.
+ a i. E

P
- l
e n + . .

.

+

a l p- 1 e
くp - りくp- い

魯 n

P- 1

より
,

8 幸 1 の と き こ の 連立方程 式を

a I O ,
a 一l ,

I . .

,
a s p- 1 申 n

P - i

に つ い て 解く と,

a i O
-古くy o 十y l

. . . . 十 y p- ll

a i l O n
-書くy o

. e

- 1

y l .
. . . . 8-くp

-

り
y p

- ll

a i ,- 1 0 n

P- 1
-古くy o 十e

- t P- り
y l +

A . . +

e-くp - llt p - り
y , A

を得 るo
こ こ で y 1

- F .くE
j o

nl で ある
.

く注. 1 + e + e
2
十

. . I

+ e
P- 1

- 0 を も ち い て い

る こ と に 注意 すれ ばよ い
L ,
1

y o , y l ,

. . .

, y p - 1 は x l ,

. . .

,
X 5 の 有 理 式 で あ っ

た か ら

a 1 0 ,
a l l 申n ,

. . .

, a ユ,- . O n

P- I

もす べ て x l ,

I
. I

,
X 5

の 有理 式と なり 第 一 の ス テ ッ

プが 示 され た
o

次 に 第 二 の ス テ ッ プ と し て
,

O n を うま く 選 ん

で あ る kく0 重k 茎 5 1 に対 して

x k
-

a k O +
tZ,

n + a k 2 僅, 荒十
. . .

+ a l t ワ- 1 0 n
P- I

くa k O ,
a ,く2 ,

. I ,

,
a k ,N I E K 伸 l ,

. A .

,
申 n J l

と 表 わ せ る こ と を示 そう o す な わ ち A a7 ノ亡 a りに

っ い て a k l
- 1 と でき る こ と をホすo

仮 定 に よ り a kj
幸 0 くj 幸 0 1 な る 九 a kj

が A に

存 在 す るo a k , ,
a k 2 ,

. .
I

,
a k P- .

の 最 初 に 0 に な ら

な い 元 を a k1 と す と

x ,-

-
a k O + a k,

ゆぇ+
. . .

十 a k p- 1 耶- 1 く21

- 5 -



と 表 わ せ る o さ て p は素数 で あ っ て
, j は p よ り

小 さ い 正 の 整数 であ るか らj と p は 互 い に 素 で あ

るo
ゆ え に jl + p 7J

- 1 をみ た す 整数 の 組 入
,

7J

が 存在 す るQ a を任意 の 正 の 整数 と して こ の 両 辺

に か ける と

j A a + p tJa
ニ

u

で あ るo さ ら に 入a を p で 割 っ た 商Qく入al を

P , 余り R く入aJ を y と お く と

1 L r
- P p 十 y く0 妄 y くpl

で あ る か ら,
こ れを上 の 式に 代入 して

jく声p + yl + p u d
-

a

が なり た つ
o す なわ ち a は m o d p で考 える と

a
三 j yくm o d pl 川 重 y くpl

と表わせ る o 初等 整数論 よ り y
ニ 1 なる た め の 必

要 十分 条件 は a 三 jくm o d pl な る こ と に 注 意 し

て おく o そこ で

a kj 匂えこ 申

と お く と

申
P

-
a k

P

1くゆ n
Pl j

E K く軌 ,

. . .

,
申n - ll

で あり
,

か つ

申
.T - 申j.

W + r l + p r q

- く魯
P

l
j P , y a

魯i
y

- く中り
j P - y a

a kl
y
申

r

が なり た つ
o 更に

く申pl jP I y a

a kl
y

- a
a

と おけ ば a q E K くo l ,

. . .

,
申n - -1 で あ るo 以 上 を

ま と め る と

耶 - a
a
申

l七E A a ,

川 S Rく入al くpl

が なり た ち
,

K くo l ,

. . .

, 虹 l ,
魯 nJ 二 K く軌 ,

I
. .

,
O

n- . , 刺

に 注意 し て
, 始 め か ら 魯 を O n と お け ば

x k
ニ

a k O 十 魯n + a
k 2
中三十 . . . + a k p

- . 魯 n

P- I

と表 わ され 第二 の ス テ ッ プ が 証 明さ れ た
o

さ て 第
一

段 の 証 明 に 入 る
o

第 一

の ス テ ッ プ よ り 任 意 の i ニ 1
,

. . .

,
5 に つ

い て

a 1 0 , a l l 申n ,

. . .

,
a i p

- 1 申 n
P- 1

は x l ,

. . .

, X 5
の 有理 式 となるo 特に 第ニ ス テ ッ 7

o

よ り

a
k O ,

tZl
n ,

a k 2 申
2

,

.
. .

,
a k p- . 申 n

P- 1

は x l ,

. . .

,
X 5

の 有理 式 と な るo ゆ え O n は 有理 式

と な る . 再 び 第 -

の ス テ ッ プ より

a 10 1
a u I

. I
.

I
a l p- i

が 任 意 の i - 1
,

I . I

, 5 に つ い て 有理 式と な るo

な ぜ な ら ば 任 意 の 整 数i
, 捕 - 1

,

. . .

,
5

, j こ 0
,

1 ,

. . .

, p
-

1 1 に 対 し て a i沖孟が 有理 式 なら ば

申n が有理 式 ゆ え a ,1 も有理 式に なる か ら で あるo

こ れ で 第 一 段 に 主 張 が 証明 され た o

次 に 第 二 段 と し て 集合 B に 対 し て も A と同様

な事実 が なり た つ こ と を 示 すo すな わ ち O n - . を

う ま く 選 ん で B の す べ て の 元
,

及 び 申n - . が x . ,

- . .

,
x 5 の 有理 式 と な る こ とを 証 明 しようo そこ

で 第 一 段 の 証 明 と 同様に, ま ず第 一

の ス テ ッ プと

して 任 意の a E A に つ い て

b a o ,
b a l 申n - 1 ,

. . .

,
b a q- 1 魯 n

q
二王

が x l ,

. . .

,
X 5 の 有理 式 と なる こ と を示 そうo 前に

t31 示 し た と お り A の 任 意 の 元 a は x . ,

.
.

.

,
x 5 の 有

理 式 で あ る
o

それゆ え

a 芸 a
l

亡m o d pl 中寺R く入al ニ R く入u
,

l

に 注意すれ ば

Rく1jl ,
Rく入くj + りI

,

. . I

,
R く入くp

-

1 Jl

は すべ て 異 な る p
-

1 以下 の 正 の 整 数 で あ る
o

ゆ

え にく3 ほく2Iに 代 入 して 得ら れた 式

x k
ニ a kj

十 a
j
申

ItE Aj J
+ . . . + a k , - . a P - 1 申

1く u f p- 1 り

は

a kl a 沖
R く 1jJ - 令

で ある か ら

x
k

ニ a k O + 申+ a
,

k 2 申
2
+ . . .

+ a
r

k ,- . 魯
P- 1

くa
l

k 2 ,

. . .

,
a

,

k ,
- . E K く軌 ,

. . .

,
O n - 111

と 表 わせ るo そ こ で

a
-

aくx l ,

. . .

,
X 5l - x

l ,

. l l

,
X s の 有理 式

と表 わ せ る
o

a l
- q

aくo
. -

oTll

と おく o こ こ に oTiくi - 1
,

. I .

, 1 2 0j は く1
,

2 , 3 ,

4
,

5ナ の す べ て の 置換 を表 わすo o
.

1 は 恒等 置換 と

して お く
o

ゆ え a l
-

a と なる o そ こ で

gくXJ - くX
-

a ll くX -

a 2 卜 .くX
-

a . 2 0j

と お くo す る と 根 と係 数 の 関係に よ り

gくXl - X
1 2 0 -

s I X
l 1 9

+ s 2 X
1 1 8

- . . . + ト 1 1
i

s I X
1 2 0 - I

十 . . . 十 s . 2 0

と 表 わ せ るo こ こ で s , は a . ,

I . .

,
a 1 2 . の i 次 の 基

本 対 称 式 で あ るo さ て
-

般 に s を a l ,

. . .

,
a . 2 0

の

対称 式と す る と
,

s は x . ,

. . .

,
x 5 に 関 し て 対 称有

- 6 -
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理式 に なるo
な ぜ なら ば T を u ,

2 , 3 ,
4

,
5ナ

の 任意の 互換 と し た と き

くで0
.

I ,
T O, 2 ,

. . .

,
1 0

.

. 2 Oナ- くo
.

1 , 0
,
2 ,

. . .

, 0
.

1 2 0ナ

であ るか ら

t でa l ,
1 a 2 ,

. . .

, r a . 2 .チ - ヰa l ,
a 2 ,

. . .

,
a 1 2 0ナ

が な り た つ
,

そ こ で s
- Sくa l ,

a 2 ,

. . .

,
a 1 2 Ol くニ

a l ,
a 2 ,

. . .

.
a 1 2 0 に つ い て の 封 と お く と

T

s
ニ Sく

T

a . ,

T

a 2 ,

. . .

,

T

a 1 2 .1

であ るo
す な わちT

s は 中 に 表 わ れ る a l ,

. . .

,
a 1 2 0

を交換 し て 得 ら れ るo ゆ え に
r

s -
s と なり s を

x . ,

I . .

,
X 5

の 有理 式 と 考 え て 対 称 に な る が
,
前稿

6 節より対称式 の 商 で 表わせ るか ら,
s は X l ,

x 5
の 有理 式 と なる

.
ゆ え に s l ,

. . .

,
S 1 2 0 は X l ,

. . .

,

x 5
の 有理 式, すな わ ち K - C くX l ,

. . .

,
X 5l の 元

である
o

そ れゆ え方 程式 gくXl - 0 は K の 元を係

数に もつ a l ,
a 2 ,

.
. .

,
a 1 2 0 を根 と す る12 0 次 の 代 数

方程式 で あ るQ

さ て

H くXl - b a . + b a . X 十
. . . + b a g

- 1 X
g - I

と おく と. gくH くXll は K く0 . ,

I . .

,
申 n - 2l の 元 を

係数に もつ 変数 X の 整数 で あ るo 第
一

段 の 証 明

と 同様に して gくH くXl, - LくXl と お く と

LくXl ニ L lくX
q

l x
q - 1

+
. . . + L

q
- 1くX ql x + L

qくX
ql

と表 わ せ るo
こ こ で L lくXl は K く軌 ,

. . .

,
申 n - 2l

の 元を係数 に も つ 変 数 X の 整式 で あ る
o

と こ ろ

で

a ニ H くo n- .1 は カモ蔓式gくXl - 0 の 根 で あ る か

ら

Lく申n J ニ L lくo n

q
- 1 沖 記二王+ . . . + L

q く宍- .ウニ 0

がなりた つ
o

L
1 ほー 1l E K く0 1 ,

. . .

,
申 n- 21

及び

申n - 1 6E K くo . ,

. . .

, 申n- 21

である か ら,くP 31 が 適用さ れて

L lく耶- lう - L 2く申2 J - . . . - L qく耶 J - 0

を得 るo さ て E を 1 の q 乗根す る と

gくH くe 軌- .11 ニ L くe O n- 1l - 0

であ るか ら

H くe 魯nー1う- b a d + b a l E 申n- I +
. . .

+

b a q
- , e

q - 1
o 2二王

は gくXl の 根 と な るo
ゆ え に H くe O n J は a l ,

. . .

,
a . 2 . の どれ か に 等 し い

,
す なわ ち H t e O n- ll

は x l ,

. .
.

,
X 5 の 有理式 と なるc ま っ たく 同様 に し

て

H t s
2

軌 - ll ,

. . .

,
H くe

q
- l
申

n - l

l

も x l ,

. . .

,
X 5 の 有理 式 と なる o 以上 をま とめ て

b 8 . ,
b a . 申n- . ,

. . .

,
b a q

- 1 申記二王

に 関す る 連立 方程式

即 魯n - 1l - b a . + b a. 魯n - .
+ . . . + b

a q
- . 申 n

q ニ壬

H く8 申 nI .1 - b a o + b a l e 申n - 1 +
. . . +

b 8 q- 1
e

q- 1

o n

q
ニ王

即 e
q

- l
申n - lう - b a o 十b al e

q
- l

令n
- 1 +

. . . +

b a q - 1 e
くq- 11くq

- 11申
n

q二王

を得 る
o

こ れを e 幸 1 の と き第 一 段 と 同様に 解 い

て b a o ,
b 81 e n - 1 ,

. . .

,
b a 句

-

1 耶
- 1

が x l ,

. . .

,
X 5 の 有

理 式と な る こ と が 示さ れ るo

次 に 第 二 の ス テ ッ プ と し て ,
O n - 1 をうま く選

ん で あ る a E A に対 して

a
- b a o + 軌 - 1

+ b a 2 朝 一 . + . . . + b a q - 1 申記こ壬

くb a . ,
b 8 2 ,

. . .

,
b a q

- 1 E K く軌 ,

. . .

,
申n

- 2う1

と表わせ る こ と を示す の で あ る が
, 証明は 第 一 段

の 第二 の ス テ ッ プ とま っ た く 同様に して で き る の

で 略す o

さ て こ の 第 一 及 び 第二 の ス テ ッ プより 第 二段 の

主張 は 第
一

段 の と きと 同様に 示 され るo

以 下 同様の 議論を集合 C
,

D
,

E
,

. . .

,
Z に つ い

て お こ なう こ と に よ っ て
.

と く に 申n , 申n - i . ,

軌 を x l ,

,
. .

,
X 5

の 有理 式 なる ように 選 ぶ こ と が で

き る

く証 明 終l

1 0
.

. 学部教育に お け る 代数方程式論

前稿 及 び 本稿 の 第 9 貯まで の 原稿を もと に
, 辛

業 研究 の 一 環 と して
,

本学部 の 3 年次 及 び 4 年 次

の 学生に セ ミ ナ
ー

を して も ら っ た
.

3 年次 の 学生

は 2 名で 週
-

軌 4 年 次 の 学 生 は 5 名で 週 二 回 の

割 合 で セ ミ ナ ー を 行 っ た o 予備 知 識 と し て は

亡t31コ の み を仮定 した o

まず前稿 の 第1 節
,

第 2 節 は 問題 が な い
o

第 3 節 は も っ と も 基本的 な節で
,

い わ ゆ る体 の

概 念 が導 入 さ れて い るが ,
こ こ で は 彼 の 証 明 に 必

要 な具体 的 な体
,

す なわ ち複素数体 上 の 5 変数 の

-

7
一



有理函数 体と
,

そ の 上 の 巡 回拡大 体 の み に 限定し

た
o

前稿 注 1 に も述 べ た ように ,
こ の 節に は 論理 的

な前後 が存在 す るo す なわち

K く少
11 p

l ヨ 申く手 Ol ヰ K く4
1I P

l ヨ 針
1

を証明 す る と こ ろ で

G
,

- Fく卓
11 p

I Fくe卓
11 P 卜 . F く8

p - 1

4
11 p

I E K

とし て
,
G

,

E K で ある と 主 張 し て い る が
,

こ れ

は 次に 現 われて い る 補題

4
11 p 年 K

,
申 ニ a o + a l卓

1 J p + . . . + a p
- 1 歩

くp- 1 JIp - 0

くi ニ 0 ,

. - .

,
P

-

1l ヰ a ,
- 0 くi - 0

,

. . .

, p
-

ll

を用 い て G
,

手 0 を示 すo

ゆ え指 導上 こ の 点 に 特 に 注 意 して ほ し い
o た だ

教 育的 に は
, 始め は G

I

手0 な る こ と を注 意す る に

と どめ , 補題 を証 明し た 後,
そ の 理 由を 説明す る

ほ うが
, 体の 概 念 が ス ト レ

ー ト に 出てくる だ け,

初学者に は わか りや すい よ う で あ る
o

第 4 節は 前3 節に く ら べ
,

やや 難 か しい よう で

あ るo 具体 的 に
,

た と え ば体 の 拡 大

K こ K くi
lI 2

, c

I

K くi
l1 2

, +
l 1 3

1

に つ い て K の 任意 の 元 申 が

申 - a o o + a . 1卓
11 2

十

a . o y
1 3

十 a . 1 卓
1I 2

+
11 3

+

a 之0サ
21 3

+ a 2 1 4
11 2

少
21 3

くa lj E Kl

と表 わせ る 等々
, を用 い て イ メ

ー

ジ を つ か む よ う

にするの も
ー

つ の 方法 で あ る と思う o

第 5 節で は 次 の 事実を仮定して い るo す なわち

x l ,

. . .

佃 5
が 不 定 元 と した と き

,
そ の 基 本 対称 式

X
. ,

. . .

,
X

s は 複素 数体 上代 数的 に 独 立 で あ る と い

う こ と で あ るo 厳密に 述 べ る と
,

X l,

. . .

,
X 5 は 代

数 的 に 独 立 く複素数 体 上I で あ る か ら
,

体 C

くX l ,

. . .

,
X 51 は 複素 数体 上 5 変 数 の 有理 函 数 体

cくx
l ,

. . .

,
X sl と 同型 と なり

, 前節ま で の 結果 を,

X .,
. . .

,
X 5 を 不定元 と み る こ と に よ っ て

,
用 い る

こ と が で きるo しか し教育上 の 観点 か ら見 る と
,

cくX l ,

. . -

,
X 51 を 同型 を通 .し て 有理 函数体と考 え

る の は
, 初学 者に と っ て は 少 し難 か し い ようで あ

るo む し ろ 初 め は そ の 注 意 ぬ き で
,

X . ,

. . .

,
X 5 を

不 定元 と し て 扱 か い
, 体 の 概 念 に な れ て き た 後

に, あ らた め て その 事芙 を指 導するよ う に し た ほ

う が 効 果は 大 き い よう で あるo
こ の 第5 節 の 理解

が指 導上 の キイ ポイ ン トで あ っ た
o す なわ ち

,
ア

- ベ ル の 補題 を仮 定すれ ば, 第 6 節か ら 第8 節ま

で ほ と ん ど 問題 が なく, 比較 的わ か りや すい よう

で あ る o

第 9 節 の ア
- ベ ル の 補 選 の 証明 に つ い て は

, 当

初 ア
- ベ ル の 論 文 の 引 き写 しで セ ミナ ー を行 っ た

が
,

そ の 中に論 理 展開 が 不 十分 な所 が あ る ため,

学生 の 理 解を得 る に は 至ら なか っ た o そ こ で本稿

の よ うに 変 更 を加 え
,

で きるか ぎり初 学者の 理解

を得る ように した が
,

結果 は 良 好 で あ っ た
o

以上 よ り第 9 節 の ア
- ベ ル の 補題 を仮定 すれば

比較 的短期 に
, 当初 の 目的を得 ら れ る と 思うo 又

上 に 見 た とお り, ア
- ベ ル の 補 題 も初等的なもの

で あり,
い わ ゆ る抽 象的 なガ ロ ア理 論 を指導する

節, 又 は
一

般 的 な体 の 定義と
,

そ の 簡 単な性質を

講義 した 後,
こ の よう な古典的 な理論 を紹介する

教育的効 果 は 大き い と思う o

最後 に 前稿 及 び 本稿 に は 演習 問題 が ない が
,

適

当な演 習 問題 を随時は さ む の は 是非 と も必要 であ

り, 又
一

般 の 素数 p , q ,

. . .

等 に つ い て 証 明され

て い る定理 そ の 他 に つ い て, p
- 2

,
3

, q
ニ 2

,

3 ,

. . . 等々 小 さ な素数に つ い て で き る か ぎり確か
敬

L む

ある こ と も効 果 が ある
o
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