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はじめに

大学におけ る学部, 学 科で 数学 の
一

分科 で あ る

代数学をそ の カ リキ ュ ラ ム と して 系統的 に組 ん で

い るの は 理 学部数学科 , 教育学部 亡数学専攻l 及

び これ に 類す る学部 , 学科等で ある o そ の カ リキ ュ

ラム の 中で 代数方程式論 は ガ ロ ア 理 論 の 中で 取り

扱われ る. た と え ば近代代数学 の 主要 な結果 の
-

つ であ る 5 次方程式 の 代数的解法 は不可能 であ る

こと の 証明 は ガ ロ ア 理 論 を用 い て 示 さ れ る o し か

し ガロ ア 理論 は群, 環 , 体 な ど 代数系 の 理 論 の
一

つ の 柱 で あ っ て , き わめ て 抽象的 か つ 大 樹り の 準

備を必要とす るo 特 に そ の 抽象性 の ゆ え 高校数学

との ギ ャ ッ プ は大 きく, そ の 修得 に つ い て は 多大

の 努力を要求す るも の で あ る o

こ の ギ ャ ッ プ をす こ しで も埋 め る と い う目的 の

ため, 代数方程式論 を歴史的 な順序 から見て , 覗

代の 抽象的な ガ ロ ア 理 論 の 登場以前 の16 世 紀 か ら

19世紀の 前半 に至 る フ ォ ン タ ナ く通称 タ ル ク リ

ア1, カ ル ダ ノ , ラ グ ラ ン ジ ュ ,
ル フ ィ ニ

, ア
-

ベ ル 等の 理論を初等的 に考察す る と い う こ と ば
一

つ の 方法 と思われ る o こ の よ う な立場か ら代数方

程式論を展開 して い く. 目標 は ル フ ィ ニ ,
ア

- ベ

ル等に よ る r 5 次 以上 の 代数方程式 の 代数的解法

が不可能で あ る こ とJ Eく1 1 を参照コ で あ るo

本論文で は こ の 証 明 に 必要 な基礎理論 を出来 る

か ぎり初等的 に与 え る の が 目的 であ るo

1 . 2 次方程式

中学校教育 に お い て 2 次方 程式と は a , b , C

を実数と して

a x
2
+ b X + C - 0 く a キ 0 1

な る形 を し た方程式 であ る o こ の 両辺を a で 割 っ

て

x
2
+ a r- 1 b x 十 a -L

I
c - 0

を得 る o ゆ え a lr
l
b
,
a - 1 c をあ らた め て a , b

とお け ば 2 次方程式 を解く た め に は

x
2
+ a x + b - 0 く1 1

な る形 の 方程式を考 え れ ば 十分 で あ るo よく 知 ら

れ て い る よ うに こ の 方程式の 根 の 公式 はD - a
2

-

4 b と お い て

x - ト a 士rDうノ2 く2 う

で与 え られ る o こ の 意味 は a . b に い か な る 実数

代入 して も く2 1 ほ く1 j をみ た す と い う こ と で

あ る o a
2ニー4 b - D が 実数 の 場 合, 2 東 根 rD の

意味 は 明解 であ り, こ れ が 高等学校 で 複素数 が導

入 さ れ た 後も, 2 次方程式 は実数係数 の 場合 の み

を取扱 っ て い る理 由の一
一

つ で あ ろ う o

くI l に おい て a , b が 複 素 数 で あ る と き D は

一 般 に は実数 で な い o
こ の と きrD が い か な る意味

をも つ か は重要 で あ る . こ の 場 合 rD は 一

つ に は

-ー 1 一---



定まらな い o す なわ ち rD は 2 項 方 程式 x
2

- D -

o の 2 つ の 根 の う ち
一

つ を表 わ して い る の で あるo

そ れ ゆ え r の 意 味 は中 に は い る D が 実数 で あ る と

き と そ うで な い と き は養 っ て い るこ と に注意す るo

さて 亡2 1 を板 と係数 の 関係を用 い て 与 え て み

よ うo

f くx l - x
2
+ a x + b

と おい て f くx l - 0 の 2 板 を x l , X 2 と す る o 根

と係数 の 関係か ら

-

a - x
l + X 2 , b

- X
I
X
2

が な りた っ o

x l
- tくx . + x 2l + くx l - X 21ナJ

I
2

x 2
- tくx . + x 2コ

ー

くx . - x 2うナ1 2

で あ っ て

くx l - X 21
2
- くx . + x 21

2 -

4 x I X 2

に 注意 すれば, x .
-

x 2 は 2 項方 程式

X
2
- くx .

-

x 21
2
- a

2
-

4 b - D

の 一

つ の 根で あ るo ゆ え x l
-

X 2
- 持 と表 わせ て

壬芸
, 干 卜 a + Ji5l J

I

2

,
- 卜 a -

rD I I
1

2 く3 l

を得る o

上 の 議 論 に お い て X l , X , を不定 元 く又 は文字1

と考えれば 2 次方程 の 根 の 公式 と は x l , X 2 を基

本対称式 x l + x 2 , X I X 2 お よ び ベ キ 根 く又 は根

号I r を用い て 表 わ す式 の こ と で ある o

根 の 公式 く3 つ に は 2 乗根 rD が 用 い られ て い るo

こ の ベ キ 根 を用 い な い 根の 公式, す な わち a
,
b ,

の 有理 式 の み で板の 公式 が つ く れ る か どうか を 考

え て み よう o

く注 . a
,
b の 有理式 と は a と b を不 定元と し

た 2 つ の 整式 F くa , b l , G くa , b l の 商 F くa ,

b うI G くa , b l くG くa , b l キ 0 1 の こ とで あ る o1

不定元 x l , X 2 が f くx l - 0 の 2 根 と し,

x .
- 申くa , b l - a , b の 有 理式

とす る o こ の 式 の x . , x 2 を交換す ると x l は x 2

に 変わ る o
一

方 a , b は 変 らな い から当然申くa ,

b J もか わ らない o ゆ え

x 2
- 申くa , b つ - x l

と な り矛盾o す な わち 2 次 方程式 の 根 の 公式 に は

根号が必要で ある o

2 . 3 次方程式

3 次方程式と は

a x
3
+ b x

2
+ c x + d - 0 くa キ 0 う

な る 形 を し た 方程式 で , 係数 a , b , c , d は -

般 に は複 素数 で あ る o 2 次方程式 の 場合 と同様,

こ の 方程式 の 解を得る た め に は両辺を a で 割っ て
,

x
3
の 係数 は 1 と して よ い o す な わ ち初め か ら

x
3
+ a x

2
+ b x + C -

0

と し て よ い o カ ル ダ ノ の 解法を用 い て こ の 方程式

の根 の 公式を求 め て み よ うo ま ず求 め る方程式の

根を x l , X 2 , X 3 と す る . す る と 根 と 係数の関

係 か ら

. a - X l + x 2 + X 3

b - x
I
X
2 + X 2 X 3 + x 3 X I

I C こ こ X
I
X
2
X
3

を 得 る . 問題 は x . , x 2 , X 3 を a , b , c 及び

ベ キ 根 を用 い て 表わ す こ と で あ る o た だ し こ の 場

合 は根号と して , 2 乗板 だ けで なく 3 乗板も用 い

る o

ま ず,
王

f くx コ - x
3
+ a x

2
+ b x + C

,
X - y 一

丁
a

と おくと

f くy 一

寸a l - y
3
+ a y + B

くa ニ
ー

了
a
2
+ b , B - 去 a

3

- l a b + C l
l

と な る o そ こ で

A - 2 7く-
-

I製
1
一

2 7
+
2C

Q
.

-

T
-
+
Q

L

l

了

B - 2 7 卜 i B - i くJ9
2

+ 去a
3

l y2l

と おく o さ て A y3く -
3

伝1 で X
3
- A の 1 根 , すな

わ ち
,
A の 3 乗根 を表 わす o ゆ え A の 3 東根 は 3

つ あ っ て 他 の 2 つ は w を u
2
+ u + 1 の 板 と する

とき , W A
Y ,
, u

2

A
y3
と表 わ さ れ る o

A
yJ
B
y3
は A B ニ ー27 a

3
の 3 乗根 の 一

つ で あ る か

ら- 3 a ,
-

3 a u
, - 3 a w

2
の ど れか で あ るo

も しA yl B yl ニ ー

3 a u な らば A
,
B そ れ ぞ れの 3

発根A
t
Jl
, B
y . の か わ り に u A y3 , w B ylを とれ ば

くu A
.
,

りくu B
V.

l - -- 3 a u
3
ニー- 3 a

が な り た っ o 同様 に A
yl
B
y 3
- - 3 a 山

2
の と き は

A
y
.

, B
y 3
の か わり に u

2
A
V,
,
u
2
B
Vl を選 べ ば

くu
2
A
y-
1くw

2
B
yl
l ニ

ー

3 a u
6
ニ ー3 a

と で き る . ゆ え 最 初か ら A
y3
,
B
y3 を A y l B

yJ
-
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代 数 方 程 式 論 くI l

- 3 a な る よ う選 ん で おけば

寸くA
y , . B

y3
つ,i くu

2
A
y ,
+ u B

yll
,i くu A

y9
+ w

2

的

がy につ い て
の 3 次方程式

y
3
+ a y + B - 0

の 3 板と な るo た と え ば簡単な計算 より

t寸くA 叫 B
y3
ブナ
3
+ a くA

yl
+ B
y,
ll + I, 二

女A . B l . B . くi A
y
3

B 叫 i a lくA
y 3
+ B
y 31 く4 1

こ こ で , A + B
ニ

ー 27 B , A
y,
B
y,
ニ ー3 a

を代入すれば く4 1 は 0 と な るo

く注 . A
y,
, B

拓を A シi B y3 ニ ー 3 a な る よ う に 選

ぶ理由 は こ こ に あ る o,

他の 2 根 に つ い て も同様 に し て 確 か め る こ と が

できるo 求め る方程式 の 3 根は

x ニ y
-

く1 1 3 l a

より

x
l
- i くA 叫 B

y -
a l

x
2
- i くu

2

A
y3 + u B

y
-
a l く5 l

x 3
- i くu A y , + u

2
B
y,

- a う

と表わせ るo

こ こ で 使わ れ て い る ベ キ根 は

くB
2
+ 去a

3

l
y2
,
A
y,
,
B
y ,

であ るo

さて こ の 3 つ の
ベ キ 根 に つ い て 次 に 述 べ る よ う

に
,
注目す べ き事実 が な り た つ o

まず, u
2
+ u + 1 - 0 で あ る か ら

A
y,
- x

l 十 a J X 2 十 u
2
x 3

B
y3
- X

l + u
2
x 2 + u X 3

がな り た っ o つ ま り A
y
3

,
B
y-
は x l , X 2 , X 3 の

有理式と して 表 わ さ れて る o

次に

A - くx l - X 21くx .
-

x 31くx 2 - X
3l - 差横

とおけば, A
2
- - 4 a

3

- 2 7 J3
2
が な り た っ E た

と えば く2 , P . 5 9ココo ゆ え に くJ 二甘1 9 つA は

B
2
+ く4 J 2 71 a

3
の 2 乗 板 と な る o ゆ え カ ル ダ

ノ の 公式 く5 1 に表 わ れ る ベ キ 根 は す べ て 根 x l ,

x
2
,
X 3 の 有理式 と な っ て い る こ と に注意す る o

ル フ ィ ニ は こ の 点 に注目 し 5 次以上 の 代数方程

式の 代数的解法 が不可能な る こ と の 証明 の 道筋 を

見つ けた の で あ っ た o

4 次方程式 に対す る解 の 公式又 は解法 は フ エ ラ

リ によ っ て 与 え ら れ て い るが こ こで 省略す る E フ エ

ラ リの 公式に つ い て は く2 , P . 7 0 1 参 剛 o

以下 ル フ ィ ニ .
ア - ベ ル に よ る 5 次以 上の 代数

方程式 に つ い て , 代 数的解法が存在 し な い こ と の

証 明の 準備をす るo

3 . 有理式と四則

x l
,
X 2

,
X ,

,
X .

,
X 5 を不定元 く又 ほ文字1 とする.

歩くX . , X 2
,
X 3 , X 4 , X 5l - 申C X l , . . . , X 51

- ゅが 有

理式 であ る と は 少カミ2 つ の 整式 f , g の 商, f i g

くg キ O l で 表 わ さ れ て い る こ と で あ る o こ の 場

令,
一 般的 に は係数 は複素数 亡もち ろ ん実数も含

ん で い る1 ま で 考 え て おく o

さて 申と4, を 2 つ の 有理数 とす る8 す る と

中 土4, く和 及 び差l , 車 中 く壊l

はま た有理式 であ る . 更 に , 41 キ 0 な らば

卓中一
l
- 申l ゆ

も有理式で あ る こ とが 簡単 に確あめられ る o す な

わち有理式 の 全体 は, 有理数の 全体と同様 に四則

く四 則演算, す な わち加減乗除又 は和差積商l が

可能で ある o

c で 複素数 の 集合を表 わ した とき

cくX -
,
X 2

,
X 3 , X 4 , X 51 又 は CC X l , . . . , X 占1

な どで 有理式 申の 全体 の 集合を表わす o

K - CくX l
,

.
. .

,
X 51

と おい て 上記 の こ とを K を用 い て 表わ せ ば

K ヨ 卓l 中寺 K ヨ 中 土 申, 申4 , 更 に ゆキ 0 な らば

K ヨ 少申p
l

と な るo こ の K の よ うに 四 則 が 可能 な集合を有理

区域又 は体 と い う o

さ て K - CくX .
,

. . .

,
X 5j の 元 申に つ い て , 歩

の P 乗根, 申
1 ノ p

く -
p

rQ l を 考 え るo こ こ で p は素

数 と す る o E を 1 の P 発 根 け な わ ち e
p
- l l

で 8 年 1 な る もの とす る o する と不定元 X に つ い

て

x
p

-

q5
- くX - 申

l ノplくX - 8 申
1 J p
j

. .
.くX - e

p- 1 申
1 ノ

り 仁6 う

と 因数分解 さ れ るか ら, 申の P 乗 根 は

4.
1 J , p

,
e 少

1 ノp
, 8

2

申
1 J , p

,
. . .

,
e
.
- 1

ゆ
l ノ p

の p 個 で あ る o

く注 . 上 の 少
l ノ p の 記述 は 現代数学 の 立場 か ら み

る と厳密で は な い o 正 確 に述 べ る と K の 代数 的閉

体を 一

つ 固定 し て お い て ,
そ の 中で ゆ

1 J
,
p
を 考 え

- 3 -



る の で あ るが , そ の 証 明 は初等的 で な い o 実 際.

ア - ペ ル の 論文 に お い て もそ の 点が あい ま い で あ

る o

しか し 少
l ノ p の 存 在定理を は ぶ い た と し て も理論

の 大筋 は失わ れ な い と 思われ る oj

申 -
a o + a . 卓

1 ノp
+ . . . a

p l 歩
くp- りノp く7 J

くa l E K , i -

0 ,
. . .

,
P -

l l

の 形 の 元 の な す集合を

CくX l , . . . , X s , 少
1 ノpl 又 は K く少

1 J
,

り

で表 わ すo す ると次 の こ と ば容易 に示 さ れ る o

K く少
1 J ,

り ヨ ゆ
,
V 寺 K く少

1 ノ
り ヨ中土 V , 申V o

す な わ ちK く申
l ノ
り の 申で和 , 差 , 横 が 可能で あ

るo 次 にV キ 0 と し て商申V M
l
が K く申

1 ノ
りに含ま

れ る こ と を示そうo こ の た め に は 4,
l J, pEE K の と き

W w
I

E K く少
1 ノ
りを示 せ ば十分で あ るo な ぜ な らば

上 に述 べ た こ と よ り

K く少
1 ノ
り ヨ 申, V -

1

寺 K く少
I
J
,

り ヨ申V -
1

が な りた っ か らで あ る o ま ず申を く7 l の よ う に

お い て整式

F くY ij - a . + a l, Y i
l J p + . . a

,叩L I Y i
くp- I JJ , p

くi - 0
,

. . .

,
p

-

り

を考え る o こ こ で

G - F くY oうF くY ll . . . F くY .- l l

とおくと簡単な計算に よ っ て G は K の 元 を係数と

す るY o , . .
.
, Y p- l の 整式で あ るo

く注. こ の 計算が で き る こ と ば K の 任 意 の 元 に

対 して 四 則 が 定義さ れ て い る, す な わ ち K は体で

あ るか らで あ るoI

G の 不定 元Y o . . . .

,
Y p- . の 申の どの 2 つ を 交

換して も G は変化しない か ら G は 対称式 であ るo

ゆ え

S l
- Y l + . . . + Y , 1

S 2 - Y o Y l +
. . . + Y pー, Y p- .

■

t

■

S p - Y o Y .
. . .

Y p l

を Y Q . . . .

,
Y p- 1 の 基本対称式 とす ると, G は K

の 元 を係数とす る S l
,

.
.
.

,
S p の 整 式 で あ る亡対

称式 に つ い て は た とえ ば く2 , p . 5 2 1 を参 剛 .

他方 e くキ 1 1 を 1 の P 東 根 の -

つ と す る と

く6 l の 根と係数の 関係より, S .
,

. . .

,
S p の 各 Y ,

に 8
i

4
1ノp を代入した 胤 S

,

1 ,
. .
.
, S

,

. に つ い て

S
,

i
- S

,

2
- . . .

S
,

,- 1
- 0 , S

,

p
- め

が な りた っ o ゆえ に G の 各 Y . に 8
i

少
l ノ p

を代入し

たも の を G
,

と かく と明ら か に K の 元 で あ るo す

な わ ち

G
,
-

F く少
1 ノ
りF くe 4

1 ノp
l . . . F く 8 P-

1

申
1 ノp

lE K

が な り た っ o ゆ え に G
,u l E K で あ る1 l o

-

方簡 単 の た め , F i - F く8
i

少
1 ノp

lくi - 0 , . . .
,

p
-

り

と お けば

中一-
1
- F 盲

l
- F I F 2

. . . F ,- l ノ F o F .
. . . F

pーl
- G

卜 1

F I F 2
. . . F p- 1

で あ る. こ こ で G
卜 I

E K で あ る か ら当然 G
- 1
は

K く少
1 ノ
り の 元で もあ る o ゆ え申--

l
は K く少

1 ,

り

の 元 G
卜 1

,
F l ,

. . .

,
F
,- l の 横と な り前 に述 べ た

こ と か ら0 -
1

自身 も K く申
1 ノ
り の 元となる o

以上 を ま と め る と K く申
1 ノ
り 内 で 四 則 が 可能で

あ る, す なわち K く申
1 ノ p
l は 体で あ る .

次に 4
1 J , p荘 K な らば申の く7 1 に よ る表現 が

一

意 . 的 で あ る こ とを示 そ うo すなわち

申 - a o + a l 申
1 J p + . . . + a

p-. 1 歩
くp l V p

- b 8 + b l 少
1 ノp
+ . . . + b ,- . 申

くp- りノp

くa . , b i E K
,
i - 0

,

. . .

,
p -

1 う

ぅ a i - b i くi - 0 , . . .

,
p

-

1 1 く8 j

を示 せ ば よ い o

そ の た め に まず ユ ー

ク リ ッ ド の 互 除法 に つ い て

述 べ るo ユ ー

ク リ ッ ドの 互 除法と は も ともと整数

の 最大公約数を求 め る方法 と し て 知 られ てきたo

又同様 の こ と が 数を係数とす る
一

変数 の 整式 につ

い て も な りた っ o す な わ ち f くX l , g くX l を 2 つ

の 整 式 と し て g くX l キ 0 と仮 定 す る . そ こ で

f くX l を g くX l で 割 っ て

f くX l - q .くX l g くX l + r .くX l

くd e g r lくX l く d e g g くX ll

と お け る o こ こ で d e g g くX l は X の 次 数を表わす

同様 にし て g くX l を r . くX l で 割 っ て

g くX l - q 2くX l r .くX l + r ,くX l

くCd e g r 2くX l く d e g r lくX jl

こ の 操作を続けて

r .くX l - q ,くX l r 2くX l + r 3くX J

くd e g r 3くX lく d e g I ,C X ll

■

■

■

-

4
-
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r
n- lくX l

- q n . 1くX うr nくX l + r n 十 1くX l

くd e g r n . ,くX lく d e g r い 2くX lう

r
nくX う - q n 1 2くX l r n . 1 くX l

を得 る o こ の 最 後 の 整式
r
n . 1 くX l が f くX l と

g くX l の 最大公約数 く又 は最大公約式1 と な る o

ま た こ
の 式 の 列 よ り

h くX l f くX l + k くX l g くX l - r n 十 lくX l

なる整式を求 め る こ と が で き る E く わ しく は く2 ,

p . 2 01 参照コo

上の よう な, 整 式 に対す る ユ
ー

ク リ ッ ド の 互除

法に つ い て , も っ とも重要 な こ と は 整式
の 係数 に

っ い て 四 則を用 い て い る だ けで あ る事実 に注意す

る こ とで あ る o すな わ ち整式 f くX l及 びg くX l の

係数が K や K く少
l ノp
, な ど四則 が可能 な る 集合

亡体l の 元 で あれば ユ
ー ク リ ッ ド の 互 除法 が お こ

なえ る と い う 点 に 注意す るo

さ て く8 1 を示 す た め にまず次 の補題を証明 す

るo

補題. 4,
1 ノp
6E K , 令 - a . + a . 申

1 ノp
+ . . . +

a , 1 申
亡p- りノp - o くa i E K ,

i - 0
,

. . .

,
p

-

l l

とするo す る と, a i - 0 くi
- 0

,

. . .

,
p

-

り

がなりた つ o

証明o F くX l - a . + a . X + . . . + a
p- l X

p- 1
,

G くX l - X
p

一 歩 と お い て F くX l が 恒 等 的 に 0 で

ない とす る . 前 に 注意 した よう に F くX l , G くX l

に ユ
ー

ク リ ッ ド の 互除法 が行 な え る o こ れ に よ っ

て得られ最大公約数を Q くX l と す る と, Q くX l は

K の 元 を 係数にも つ X の 整式 で

F くX l - Q くX I F lくX l , G くX l - Q くX I G lくX l

と表わさ れ る o こ こ で F .くX , , G .くX l は K の 元

を係数 にも つ 整 式 で 互 い に 薫 くす な わち F lくX l

とG lくX l の 最大 公約数 は 0 で な い 定 数 - K の 元l

であ る. Q くX l の X に つ い て の 次数を a と す る o

もし a が 正 な らば G くX l - X
p -

ゆ
- 0 の 根 は

ゃ
1 J p

, 8 少
1 ノp

,

. . .
, 8

pJn l 申
1 ノp の p 個 で あ る か

らQ くX l - 0 の 根 は a 個 で

8
m l

申
l ノp

,
8
m 2

Q
l ノp

,

. . .

,
8
m a

ゆ
l ノ p

く0 く m . く . . . く m a く p l

と蓑 わ せ るo ゆ え に Q くX l は

Q くX l - c くX -

e
m l

申
l ノ
り

. . . くX -

8
m
a

少
l ノp
lくc E三K I

と表わ せ る 2l . とく に Q くX l の 定数項 は

c ト 1 l
a

e
印

4,
a ノp キ 0 くm - m . +

. . . + m
a l

で あ っ て こ れ は K の 元 で あ る o K は 複素数を含む

か ら, c 卜 1 l
a

8
m

E K . ゆ え 申
a ノp
E三K を得 る o

仮定 よ り, a 窒d e g
,

F くX I S p
-

1 ゆ え a と p は

互 い に素 な 整数 であ る o ゆ え ,
え a + レ p - 1 な

る整数 入, レ が 存 在す る o ゆえ に

K ヨ く申
a ノp
I
A
- 申

a A J p
- ゆ
く卜 柑 ノP

- Q
l ノp 少-

y

が なり た っ o 仮定 よ り申E K o ゆ え 中
一

E K o ゆ

え に

申
l ノ p

- く歩
l ノ p

中一り中
ソ

E K

と なり こ れ は補題 の 仮定 に矛盾す るo ゆ え に a
-

o
, す な わち Q くX l は 0 で な い 定数であ る . ゆ え

Q くX l - d E K と お くと, 再 び前 に述 べ た ユ
ー

ク

リ ッ ドの 互除法 より

p くX I F 亡X l + R くX I G くX l - d キ 0

を み た す, K の 元 を係数 とす る整式 P くX l ,

R くX l が 存在す るo 補題 の 仮定 より F く申
l ノ
り - 0

,

G く卓
1 ノ
り - 0 で あ る か ら上 の 式 に q5

1 J p を 代入 し

て

o - p く申
1 ノp
l F く申

1 r p
l + R く少

1 ノp
, G く申

1 ノpl - d

を得 る が こ れ は 矛盾 であ るo ゆ え F くX l は 恒等 的

に 0 で あ る. こ れ は a i - 0 くi - 0
,

. . .

,
p - l l

に 他 な ら な い . く証明終l

こ の 補 選を用 い て く8 , の 主 張を示す こ と ば簡

単 であ るo す な わち条件 より

くa o - b o, + くa .
-

b ll 申
1 ノp +

. . . + 仁a p- 1
- b p- 11 ゆ

くpu l Iノp - o

が な りた っ o そ こ で a i
- b , E K で あ る こ と に 注

意すれば補題 が適用でき て , a .

-

b .
- 0 くi -

0 , . . . , P 1 1 つ が 得 ら れ るo

以上 の 結 果をま と め る と次の よ う に な る o

く3 . り 複素数を係数 にも つ 有理式 の 集合 .

K - CくX l , . . . , X 51 は 四 則 が 可能 , す な わ ち 体

で あ る o

く3 .
エ1 P を素 数, ゆを K の 任 意 の 元 と し

申
l ノp壷方 程式 X

p

一 申 - 0 の
一

つ の 根 と す る . こ

の 少
1 ノp
に つ い て

a o + a . 少
I J , p
+ . . . 十 a

p
. 4,
くt - 1 V p

くa . E K , i
- 0

,

. . .

,
P - l l

な る形 の 元 の 集 合 を CくX l ,
. . .

,
X 5 , 申

l ノ p

l 又 は

K く4,
1 J , pl で表 わす と K くゆ

1 ノ

り は K を 含 み 再 び

四則 が可能な集合 く体う であ る .

- 5 -



く3 . H , 少
1 ノ P
在 K とす る o K く少

1
J
, p

l の 中 の

2 つ の 元申, V が

申 - a
8 + a , 申

1 r p + . . . + a p- l が
p- 1 1 ノp

V - b o + b . 申
1 J p + .

.
. + b pw . が

p-- り J P

く a i , b i E K , i - 0 ,
.
. .
,
P -

l l

と表 わ さ れて い る と き

申 - V 串 a i - b i くi - 0
,

. . .

,
P - l l

が なり た っ

4 . 有理式を含む体の 列

K く少
1 J p
l を前節 で定義 し た 四 則可 能な集合

く体1 とす る o 新た な 素数 q くp - q で も よ いl と

K く少
l ノpl の 任 意 の 元 少を考 え る. ゆ え 郎ま

申 - a o + a . 少
I J , I + . . . + a

p- , が
p l V p

くa i E K , i - 0
,
. . .

,
P -

l l

な る形 で 表わ されて い る こ と に 注意す る o 4,
1 J q

を 申の 1 つ の q 乗 根とし

b o + b l ゆ
1 J q
+ . . . 十 b q1 . 申

くq l V q

亡b iE 三K く
,

申
I J pl , i - 0

,

. . .

,
q

-

り

な る 形の 元 全体 の 集合を

CくX l , . . . , X s , 歩
1 ノp

,
少
1 ノql 又 は K C 少

1 ノp
, 中
l ノq
l

で 表わすo こ の 集合に つ い て 次 の こ とが な りた っ .

く4 . I , K く少
1 r
りは四則 が可能 , す なわ ち体,

で あ るo

く4 . 正I K く申
1 ノp

, ゆ
l ノ
り は 再 び四 則 が可能 な集

合く体l で K く申
1 ノ
り を部分集合とし て含ん で い る o

く4 . Erl 申
1 r q
EE K くQ

l ノp
l とす る. K く少

I J p

,
中
I J q
l

の 中の 2 つ の 元申, V が

申 - b o + b . 少
1 ノq
+ . . . + b p ー l ゆ

くq- l レ
.

q

V - c o + c . 少
1 ノq
+ . . . + c 卜 l 少

くq- 1 V q

くb i , C i E三K く歩
1 ノpl , i - 0

,

. . .

,
q -

l l

とす る と

申- V 中b i ニ こ C i くi -

0
,

. . .

,
q -

l l

が なりた つ o

く4 . I l は前節で示 した . く3 . II l 及 び く3 . EI l

の 証明申K に つ い て用 い て い る条件 は K が 四則可能

すなわち体, と い う こ とだけであるQ それ ゆ えく4 .

苫1 及 びく4 .
EIl に つ いて は, く3 . 正l 及 び く3 ,

H l

の 証明に おい て K , p , 申をそ れぞ れ Kく申
l ノ
り, q .

郎こおきかえて もま っ たく同様 に証明で き る o こ の

ように して 四則 の可能な集合の有限列

K こ K く少
1 ノpl こ K く申

1 ノ p

, 申
1 ノq

l C I K く申
1 J p

, ゆ
1 , q

,

6
l J , r

l C I . . .

を定義 す る こ と が で き る o 便 宜上

申
I J
, p
- 0 1 , 4,

l ノ q
- 申 2 , 6

1 J r
- 0 , , . . .

p - p l
,
q - p 2 , r

- p 3 , . . .

と おく と上 の 列 は

K C K く申.1 C I K く申. , 申21 こ .
. .

C K く申 1 , . . . , O nl

と表 わ され て 次 の 性質 くP . l , くP 21 , くP ,l をみ

た すo

くP ll K は体 で あ るo

くP 21 素 数 p .
,
p 2 ,

. I .

,
p n に つ い て

申 i P
i

E K く申1 , . . . , 申 i- 11くi
- 1 , . . . , n l

が な り た ち, K く申l , . . . , 申 il の 任 意 の 元は

a
o + a . 申 2 + . . . + a A 申子

くス エ p i - 1 , a j E K く申. , . . .
, 申 ト .1 ,

j - 0 ,
.
. .

,
p i

-

り

と表 わせ るo こ こ で i - 0 の とき は
,
K -

K く申l , . . . , 申 1- 1 1 と して おくo

くP 31 申 iE E K く申l , . . . , 申 i1 .1 とす るo

K く申. , . . . , 申 il の 元申, V に つ い て

ゆ - a
. + a l 申 i + . . . + a ス申子

V - b Q + b l 申i + . . . + b A 申子

くス エ p i
-

1
,
a
1 , b I E K く申1 , . . . , 申 卜 壬1 ,

j 1
-

0
.

. . .

,
p
.

-

l l

と す る と

申 - V 串 a , - b J くj - 0 , . . . , P i
-

l l

が な りた っ 口

上 の K に つ い て は K - CくX l , . . .
,
X 51 に つ い

て 考 え て い るが 変数 の 個数 m を任意 に と っ て

K - CくX l , . . . , X m l と し て もま っ た く 同様 であ

る . とく に K - CくX . , X ,
,
X 31 と し て も同様 の

議論 が な り た っ o

5 . 代数的解法の定義

以下 5 次 方程式 の 代数的解法 は不可能 である こ

と の 意味を説明す る o そ の た め に は まず 5 次方程

式 の 代数的解法と は い か な る こ とで あ るか を明確

に し て おく必要 が あ るo

そ こ で 最初 に例と して , 3 次方程式 に つ い て 考

え て み ょ うo A , A , B を 2 節 で 定義 し た もの と

- 6 -
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し, 申 . - A , 申 2
- A 7 申3 - B と お く o 更 に K -

c c x l , X 2 , X 31
3 J とす る と, 2 節 で 示 し た よ う に

x
.
E K く申 . , 申 2 , 軌 l くi - 1 , 2 , 3 1

がなり た つ o 又

中書E K , 中豊E K く申Il , 郎 E K く申 1 .申 21

がなり た つ か ら くP .l , くP 21 をみ
た す o す な わ

ち3 次方程式 の根 の 公式を求
め る と い う こ と ば 上

の K 8こ対 し て申 . , 申 2 ,
. .
.

, 申 n を求 め て

x
,
E K く申1 , 申 2 ,

. . .

, 申 n l くi - 1
,
2
,

3 1 か つ 申jくj
- 1 ,

. . .

,
n l が くP lつ, くP 21 を

み たすよ う にす る こ と で あ
っ た o

次に 5 次 方程式 に つ い て考 え る o
まず 5 次方程

式とは
一 般的 に は

a o x
5
+ a . X

4 + a 2 X
3
+ a 3 X

2

+ a 4 X + a 5
ニ 0

くa o キ O l

なる形の 方程式であ る が , 根 の 公式 を考 え る場合

2 次又 は 3 次 の 場合と同軌 特 に a o
- 1 の 場合

の みを考え れば よ い . こ の 方程式 の 根 を
x l , X 2 ,

x
,
x . , x 5 とす れ ば根と係数 の関係 か ら

- a
l
- X l + X 2 +

. . . + X 5

a 2 - X I X 2 +
. . . + X 4 X 5

-

a 3
- X I

X
2
X
3 +

. . . + X 3 X 4 X s

a .
- x I

X
2
X 3 X . + . . . + X 2 X 3 X 4 X 5

-

a 5
- X I X 2 X 3 X 4

X
s

と表わせ る . そ こで X . ,
. . .

,
X 5 を X l , . . . , X 5 の

1 次 , . . . , 5 次の 基 本対称式 とすれば a i
二

卜 1 l
i
X i くi - 1 ,

. . .

,
5 1 が な り た つ o そ こ

で こ の 5 次方程式 の 代数的解法 と は X l ,
. . .

, X 5

を X . , . . . , X 5 と ベ キ 根 を用 い て 表 わす こ と で あ

る. す な わ ち根 の 公式 く又 は代数的解法l が あ る

と い う こ と は, K - CくX . , . . . , X 51 と お い た と

きくP ll , くP ,l を み た す中一くi
- 1

,

. . .
,
n l が

存在 し て x , E K く0 1 ,
. . .

, 申 n H j - 1 ,
. . .

,
5 1

と定義す る の で あ る Q

く注. 代 数的解法 に お い て 現在考 え て い る の は

素数次 の ベ キ 根 の み を取 り 扱 っ て い るが , 素 数 次

以外 の ベ キ 根 は 素数次 の
ベ キ根 で 表 わ す こ と が で

きる o た と え ばあ る数 E の 4 乗根 E
l , 4

は 2 乗 根 を

2 回用い て , E
l , 4

- くE
l , 2
l
l ノ 2
と表 わ せ るo 6 乗

板は, E
l , 6

- くE
l ノ2l

l , 3
と 考え る o こ の よ う に し

て素数乗根 の み を考 えれば よ い こ と が わ か るol

簡単 な 例 に よ っ て 上 に 述 べ た こ と を確 か め て み

よ うo た と え ば仮 に

x . - くX . + くX 芸+ X 3 X 4 つ
1 ノ2l

l ノ
ソ

くX 2 + くX , X 5 + X 蔓つ
1 , 4,

l ノ 5

と表わ せ る と す る o こ の 場合は

申. - くX 汁 X , X 4l
l ノ 2

, 申2 - くX , X 5
-

X 塁う
1 ノ 2

,

軌 こくX 3 X 5 - X 豊l
l , 4

, 臥 - e X l + 申 11
1 ノ 3

申 5 - くX 2 + 令,l
l ノ 5

と お け ば, 申l , . . . , 申 5 は くP ll , くP 21 をみ た し

x . E K く申 l , . 4 . , 申 5う で ある .

次 の 補 題 は ル フ ィ ニ に よ っ て 予想 さ れ, ア
- ベ

ル に よ っ て 証 明 さ れ た も の で 代数方程式論 の 要 で

あ る o

補題 . X ,くi - 1
,

. . .

,
5 1 は 不 定 元 x l ,

. . .

,

x 5 の i 次 の 基本対称式 と し, K - CC X . , . . . , X 6っ

と おく o くP ll , くP 21 をみ た す申1 ,
. . .

, O n が 存

在 し て

x l
,

. . .
,
X 8 E K く申. , . . . , 申 n l

とで き る な らば, 申1 , . . . , 申 n を うまく選 ぶ こ と

に よ っ て 申. , . . . , 申 n を x l , . . . , X s の 有 理 式 く複

素数係数l と す る こと が で き る o

こ の 補題 に よ り 5 次方程式 に板 の 公式 が存在す

る と仮定す る と , そ の 公 式 に 表われ る
ベ キ 根 は

x
. ,
. . .

,
x 5 の 複素 数を係数 とす る有理式 で 表わ

さ れ る こ とが わか る o

証明 は 後 に まわ し, 当面 こ の 補題 の 成立 を仮定

し て議論を進 め る o

6 . 根の 置換

x . ,
. . .

,
x 5 を 不 定元 と し F - F くx l , . . . . X 51

を有理式 とす るo t l , 2 , 3 , 4 , 5 ナ
の 任 意 の 置

換 q に つ い て

q

F - F くx 仙 , X 州 ,
X
q L , , . X 小り,

X
似りl

で
,

q

F を定義す る. T を t l , 2 . 3 , 4 , 5 i の

もう 一

つ の 任意 の 置換 とす る と そ の 横 q T に つ い

て 容 易 に
く o I ,
F -

q

く
T

F j が 確 か め ら れ る o ゆ え

q T

F で 表わ して も誤解 は生 じな い .

た と え ば

a
- し主至芸芸宝ト T

- t去芸亨
4

2

5

31
とす る と

q T
- t去喜喜H21
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で あ る o ゆ え に

くq でJ
F - F くx . , x 5 , X 3 , X l , X 21

で ある o
一

方
r

F - G と お く と

G - G くx l , X , . X 3
,
X .

,
X
5l -

F くx 5 , X . , X l , X 2 , X 31

で あ るか ら

g

く
r

F l -
q

G
- G くx , , x l , X 2 , X 5 , X .i

- F くx . , x 5 , X , , X . , X 2ユ

ニ
こo り

F

が な りた つ o

さて

A - くx ユ
ー

X
21くx . -

x 31くx l -

A .1くx I
-

X
5l

X くx 2
-

X
31くx 2 -

X .1くx 2
-

X
sI

x くx , - x
4jくx 3 -

X 5j

X くx 4 -

X 51

を差積とす るo す る と g が 偶置換 の とき
q

A - A ,

奇置換の とき
q

A ニ ー A が な り た つ こ と に 注意す

るo A の よ う に 任意 の 奇置換 q に つ も- て q

F ニ

ー F な る有 理式を交代有理式 と い うo

補題 . F - F くx .

,
. ,
. . .

,
x
51 を対 称式 で な い

整式 で , F
2
は対称式 で あ る と す る o す る と F -

G A と 表わ せ る o こ こ で G は対 称式 であ るo

証明 . F は対称式 で な い か らある互換 q に対

し て
q

F キ F と な る . a - く1 2 1 と して よ い o
Q

くF
2

1 - く
q

F I
B

が なり た っ か ら

く
o

F 1
2
- F

2

が な り た っ o すな わち
q

F - 士 F の ど ち ら か で あ

る が
Q

F キ F とい う仮定 よ り
q

F ニ ー F で あ る o

つ まり,
q

F + F - 0 が な り た っ . す な わち

F くx 2
,
X
l ,
X
恥 X . , X 51 +

F くx l , X 2 , X 3 , X 4
,
X 8l - 0

こ れ に X l - X 2 を代入 して

2 F くx 2 , , X 2 X 3
,
X
. , X 5l - 0

ゆえ剰余定理より F は x . -

x
2 で 割り切れ る o ゆ

え に

F - くx l -

X 21
巾

F . くm ン O l

と表わ さ れ
,
F . は x I

-

X
2 で 割 り切 れ な い 車式

であ るo
r

仮定 に よ っ て

F
2
- くx l - X

21
2 n

F 葦

は 対称式で ある o ゆえ任意 の相異 な るi
,
j くi ,

j -

1 ,
.
. .
, 5 1 に つ い て T 仙 - i

,
T t 2l ニ j な

る置 換 T を考 え れ ば

F
2
ニ
ー

くF
2

l - くx l

- X
jj
2 m で

くF 誓う

が な り た っ o ゆ え に

F - 士くx i -

X
,l
m

r

くF ll

の どち らか で あ るQ 結 局任意 の i キ j くi
, j こ

1
,

. .
.
, 5 1 に つ い て , F は くx i - X ,,

m

で割り切
れ る か ら, A

m

で も割り切 れ る o すな わ ち

F - A
m

F 2

と表 わせ るo こ こ で F 2 は整 式 で あ る o

F 2 が x i
-

X l くi キ j l で 割 り切れ な い こ と

を示 そ うo も し F 2 が x i -

X
j で 割り切れるとす

る と F は くx i - X l l
m.T l で割 り切れ る . ゆ え に F 2

は くx i - X jl
2 m 十 2

で割 り切れ る o

す なわち

F
2
- くx i -

X , l
2 m 十 2
F 董

と表 わ せ るo F 3 は整式 で あ るo そ こ で p を

p くi l - 1 , p く3
.

1 - 2 な る置 換 た と え ば p -

r - 1
, と すれ ば

F
2
-
pくF

2

l - くx .
-

x
2,
2 m + 1 pくF 言うo

ゆえ に F は くx l -

X 2 ,
m 十 1

で 割 り切れ るo ゆ えF ,

が x l
-

X
2 で 割り切れ る こ と に な っ て 矛 層が 生ず

る o

次 に F 2 が 対称式 で あ る こ と を示すo

F
2
- A

2 m

F 芸

で
,
F
2

, A
2 m

は両 方 とも対称式であ る か ら F 書も

対称式 o ゆえ F 2 が対称式 で な い とす ると F 2 に対

し て F の 場 合 と同様 な議論 が 適用 で き て
,
F 2 は

x
l

-

X 2 で 割 る切 れ る o こ れ は F 2 の 仮 定 に 矛盾

す る . ゆ え F 2 は対称式 で あ る o

最後 に m が 偶数 で あ る とす る と A
m

は対 称式,

ゆ え F も対称式 と な り補題 の 仮定 に反す るo ゆ え

m は奇 数で あ る o m - 2 r + 1 と表 わ し て

G - A
2 r

F 2

と お けば こ れ が 求 め る対称式 であ る . く証 明終l

系 1 . F - F くx l , . . . , X 5 1 は 任意 の 偶置換 o

に つ い て
q

F - F な る 整式とす る o す る と

F - F l + F 2 A くF i は対称式, i - 1 , 2 j

と表 わせ る o

証明 . T を任意 の 奇置換, a を互換 く1 2 1

とす るo す ると a T は偶置換と な るか ら仮定 に より
a r

F - F

-

8
-
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が なりた つ o ゆ え に

f

F
-
a
a -

F -
a

F

であ るo こ の こ と よ り F +
a

F は 対 称 式 で あ る こ

とがわ か る . な ぜ な ら ばB を任意 の 互換とす ると

B
くF +

a

F l - e F +
B a
F -
P
F + F

又上で述 べ た こ とか ら
P
F -

a

F o ゆ え

BくF +
a

F l -
a

F + F

が なり た つ o

他方 F
-
a

F は交代式で あ る o す な わち任意 の

互換即こ つ い て

BくF -
a

F l -
P
F -

B a

F -
e
F - F .

上と同様 に して

BくF -
a

F l -
a

F
-

F

を得る . 交代 式 の 2 乗 は対称式 で あ るか ら前の 補

題を利用して

F
-
a

F - 2 F 2 A くF 2 は対称式1

と表わせ る Q ゆえ に

F +
a

F - 2 F l

と すれ ば

F - F . + F 2 A くF l , F 2 は 対称式1

とな る o く証明終I

F が有理対称式と は, F は有理式 で あ っ て か つ

任意の 互換 q に つ い て
q

F - F を み たす もの であ る o

有理対称式 は対称式 の 商 で 表 わ せ る こ と ば次 の

ように して 示す こ とが で き る o

まず F が 有理式 で あ るとき, F
- L ノ H くL ,

H は整式 で H キ O l と表 わせ る o く1 , 2 , 3 , 4 ,

5 ナ の 置換 の 個数は 5 王 - 1 2 0 で あ る こ と に 注意

して, そ れらの 置換 を q , , q 2 , 0 3 ,
. . .

,
0 1 2 0 と す

る . こ こ で o . は恒 等置換 と し て お く ,
そ こ で

H i -
q i

H く q - o i , i
- 1 , . . . , 1 20 1

とおく o す る と任意 の 互換 T に つ い て

T

くH I H 2 . . . H 1 20l - H I H 2
. . . H 1 2 0

が なり た っ . な ぜ な ら T ば

T q i
-
T q , 肖 o l - O j 斡 i - j

が な りた っ か ら

T U
り
T 0 2 ,

. . .

,
で q 12 0

はすべ て 互 い に 相異 な る 元と な る o ゆ え 上 記 の

T O iくi - 1
,

. . .

,
1 2 01 はす べ て 置換 を表わ し て

い る o すな わ ち集合 として

t q . , . . . , a . , oナ

と

i T 0
.

1 ,
. . .

,
T CT l , 01

は等 し い o ゆえ に

r

くH I H 2 . . . H . , ol ニ
ー

く
a

H
P
H . . .

T
H l

-
T a

H
f B
H . . .

f T
H

-
a

H
B
H . . .

r
H

- H I H 2
. .
. H 1 2 0

く a - q . , P - q 2 ,
. . .

, r
-
q 1 2 Ql

が な り た っ . こ の こ と ば H . H 2 . . . H 1 2 0が 対 称式 で

あ る こ とを意味す る Q

さ て H - H l に 注意 すれ ば

F - L H 2 . . . H . 2 CJ H I H 2 . . . H 1 2 0

で あ るか ら

L H 2 . . . H 1 2 0 - F H I H 2
. . . H 1 2 0

ゆ え 任意 の 互換 T に 対して
-

F - F に注意 すれ ば

r

くL H , . . . H 1 2 0つ -
f

くF H I H 2 . . . H . 2 0l

ニ
ー

F
-

くH I H 2 1 . . H 1 2 0l

- F H I H 2
. . . H 1 2 0

で ある か ら L H 2 . . . H 1 2 0 は 対称式 であ る.

そ こ をあらた め て H をH . H 2 . . . H , , o , , L を

L H 2
. . .

H 1 2 0 とお けば よい o

上記 の 証 明で は対称式 と して F - L ノH の L と

H を選ぶ とき L とH に共通 の 定数以外の 因数 け

なわち公約数l が 存在す る o 実 は L ,
H に は こ の

よう な公約数 が存在 しな い よ うに 選ぶ こ と が で き

るが そ の 証明 に は 5 変数の 複素数係数をも つ草式

の 一 意 分解性が必要であ る と思われ る ト 意分解

性を用い な い 証明を著者 は知ら な いl o そ れ に は

環 の 議論が 必要であり, 本論文 の 主旨に反する上,

そ こま で の 条件を こ こ で は要求 し な い o

系 2 . F - F くX l , . . . , X sl を対 称 で な い 有

理式 で , F
2

は対 称で あ る と す る . す る と 有理対

称式 G が存 在 し て F
- G A と表 わせ る o

証明 .
F - L ノ H くL , H は 整式 ,

H キ 0 1

とす る o H l , H 2 , . . . , H l ,0 を上記 の もの と す る と

F - L H 2
. . . H . 2 . ノ H I H 2 . . . H L 20

で あ る か ら, あ らた め て L - L H 2 . .
.

H 1 2 0 ,

H - H . H 2
. . . H . 2 0 とお く こ と に よ り始 め か ら H は

対称式と し て よ い o 仮 定 よ り F
2
- L ソ H

2

は 対

称有理式で ある か ら, 前 証 明 と 同様 に し て L
2

は

対称式であ る o そ こ で L が も し対称式 な ら ば F は

対称 にな っ て 仮定 に 矛盾す る o ゆ え に L に 対 し て

補題が適用 でき て L - M A くM は対称式つ と表 わ
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せ るo ゆえ に G - M ノ H と おけばG は有理対称式

であ っ て F - G A と 表わ せ る. く証明終l

系 3 . F - F くx l , . . . , X 5 1 は 任 意 の 偶 置換

u に つ い て
q

F - F な る有 理式とす るo す る と

F - F . + F 2 A くF .
,
F 2 は有理 対称式l

と 表わ せ る o

証 明. 系 1 の 場 合 と ま っ たく 同様 に証 明 でき

るo こ の 場 合補題 の か わり に系 2 を用い ればよ い o

く証明終l

以下代数方程式論 く正l へ 続く o
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こ の 日 本語訳と現代代数学 の 立場 か ら
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注

1 1 次に 示さ て い る補題を 8
i

申
1 ノpくi - 1

,

. . .

,

p 1 1 1 に 適 用する と, F く申
1 ノ p
l キ 0 よ り

F く8
i

Q
l r
り キ 0 を得 るゆえ G

,

キ 0 で あ る o

2 1 8
T n l

,
8
m 2

.
. . .

,
6
m
a

は そ れ ぞ れ 8 の m l 乗 ,

m 2 乗, . . .

,
m
a 乗を表わして い る o

3 l x . , x 2
,
X , を不定元 と み て - a - X . ,

b -

X 2 ,
-

C - X 3 と おく o

- 1 0 -




