
乾燥過程 に お け る 国体 内 水分拡散方程式の数値解 (第 2 報)

一含水率依存性の拡散係数の場合一

山 口 信吉 ， 若林嘉一郎

緒 言

前報町 では ， 拡散係数 D を一定 と おけ る 場合の 1 次元拡散方程式の 階差表現を介 し て ， 拡 散 現 象 が
確率過程論 の マ ル コ フ 過程に相 当す る こ と を 明 ら か に し ， 空間座標の刻み !:J. x と 時 間 の 刻 み !:J. t を 含
む無次元項 (D !:J.t/ !:J. xり の値を確率論に矛盾 し な い よ う に決め る べ き で あ る こ と を示 し た。

拡散係数が含水率 の 関数に な る 場合 ， 拡散方程式は非線形 と な り そ の数値解法 も 複雑 に な る 。 本報
で は ， 前報の 線形拡散方程式の 階差表現法で得 ら れた知見に基づ い て ， 拡散係数が含水率 の 関数 に な
る 非線形 l 次元拡散方程式 の 階差表現法を検討 し ， 注意すべ き 問題点 を指摘す る 。

1 . 直交座標の非線形 1 次元拡散方程式

著者 ら は ， 玄米粒内水分の拡散係数 D を測定 し ， D が次の よ う に含水率 ω の 関数に な る こ と を 示 し
た1)。

D=Doexp(Cw) ( 2  - 1 )  

こ こ に ， D。 お よ び C は温度 の み の 関数 で あ り ， 含水率に無関係 で、 あ る 。 通常の 等温乾燥では ， Do お よ
び C は定数で あ る と 見な し て よ い。

1 . 1 基礎式 と 境界条件 (前報 か ら の再掲 を 含 む )

こ の場合 ， 拡散係数が含水率 の 関数に な る の で ， 拡散の 基礎式は非線形 と な り ， 前報2) の 式 ( 1 -
10) で与え ら れ る 。 初期条件 と 境界条件 は 同報の式 ( 1 - 12) '"'" ( 1 - 14) で与え ら れ る 。 本報では
それ ら に新 し く 式番号 を 付け て 示す こ と にす る 。 ま た ， 空気流に接す る 端面での境界条件 と し て ， 前
報では考慮 し な か っ た境界条件 2 ' を設け る 。

[基礎式]

[初期条件]

[境界条件 1 ] 

ð w ð {D( ð w/ ð x) } _ ð 2W δ D ð w 一一一 -----'-' D一一一一+一一一 一一
ð t ð x δ x2 . ð x ð x 

t 孟 0 ， 。 三五 z 三五L に お い て : (ωム=o= wr
( ð w \ 

t > O ， x = O に お い て : I ----=-一一 I = 0 、 o X / ，z=(] 

( 2  - 2 )  

( 2  - 3 )  

( 2  - 4 )  

[境界条件 2 ] t > 0 ，  x =L に お い て : (W)z=L= 叫 ( 2  - 5 )  
上 の境界条件 2 は ， 空気側 の 物質移動抵抗が無視で き るよ と を意味す る も の で あ る が ， それを無視す
る こ と が許 さ れな い場合 ， 次 の よ う に な る と 考 え る 。 空気 の 水蒸気分圧 p[Pa] と 固体の平衡含水率 叫
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[kg ・ (kg - solidt !] と の 関 係 ( 吸 着 等 温 線 ) を 近 似 的 に 直 線 で 表 し ， そ の 直 線 の 勾 配 を M

[kg . (kg - solid) - ! ' Pa- ! ] と す る 。 す る と ， 空気側 の 水蒸気分圧差推進力 (p，ー が は次式

M(p， - p) = (w， 一 ω.)

に よ り 固体の 含水率差 〔 叫- w.) に 換算 さ れ ， そ の 換算 合水率差 を 推 進 力 と す る 物 質移 動 係 数 ん
[kg ・ m-2 ・ s- ! ・ ム w- ! ] を 定義す る こ と が で き る 。 こ こ に ， p， は 固体表面 に接す る 空気 の 水蒸気分圧 ， 叫

は固体表面の含水率 で あ る 。 こ の 場合の 境界条件 は次の よ う に表 さ れ る 。
/ δ ω 、

〔境界条件 2 ' ] t >  0 ，  X = L に お い て : 一 D 1 -て一一 I = k，Jw，- w.) ( 2 - 5 ' ) 
、 O X ノ :r=L

1 . 2 階 差 法 に よ る 表現

1 .  2 . 1  基礎式の 階差表現 前報 と 同 じ表記法を採用 す る 。 た だ し ， こ の場合 は 拡 散 係 数 D が 含
水率 ω(X;， t) の 関数 と な る の で ， D { w(x;， t) } と 表記すべ き で あ る が ， 簡略化 の た め そ れ をD(x;， t) の よ
う に表す こ と にす る 。 式 ( 2 - 2 ) は 次 の 階差式 で表現 さ れ る 。

z.u( x;， t +  tl t) - w( x;， t) D( x;， t) { ω(XH l， t) + ω(x;- l ， t) - 2w( x;， t) } 
tl t ム x2

こ れを整理す る と 次 の よ う に な る 。

+ z>( XH l ， t) - D( X;_ ! ， t) w( XH ! ， t) - W( x;- J ， t) 一
2 tl x 2 ム z

r _  r 2D(x;， t )fj， t 1 l _ r D(x;， t) ム t 1 í . DI(x川， t) - D(x;- l ， t) l
W(x;， t + ム t) = 1 1 一 { 一一一一- f 1 w( x;， tJ +  1 一一一一- f l 1 + • _ . ， . .. . 1 ω何+ωL - l ム x2 J J ' " • l ム x2 J L- 4 D(x;，t) J 十 円円í DI1( x;+ ! ， t) 仇_! ， t)|川l ] u仏 bÔ X2 J L - 4 L町耳z勾i， tりj 

( 2  - 6 )  

上式 は 1 �五 i �五 (m-l) の 範 囲 で用 い ら れ る 関係 で あ り ， 両端点 x = xo お よ び、 x = xm の 含水率 は ， 別途 ，
境界条件か ら 求 め な ければな ら な い。

1 . 2 . 2 原 点 (x = Xo= 0 ) に お け る 関 係 式 ( 2 - 4 ) よ り ， 原点で は含水率分布が対称 で あ る

の で ， w( x+ l ， t) = w( x- ! ， t) と な る 。 式 ( 2 - 6 ) で i = 0 と お き ， こ れを 適用 す る と 次 の 関係 が 得 ら れ

る 。

，. . r 2 D( xo， t) tl t 1 l r 2 D(xo， t) ム t 1 
ω(Xo， t +  tl t) = 1 1 - 1 • f 1 w( Xo， tJ + 1 ト W(X1 ， t)L - l tl x2 J J " ' . l tl x2 J 

1 . 2 . 3 表面 (x = xm = L ) に お け る 関 係 表面 の 境 界

条件が式 ( 2 - 5 ) で与え ら れ る 場 合 は ， そ こ の 含 水率
w(xm， t) は常 に 叫 と な る か ら 問題 は な い 。

(ω)z�L = ω(xm， t) = w. 

( 2  - 7 )  

w(ル 1 + ót) 次にそれが式 ( 2 - 5 ' ) で与 え ら れ る 場 合 の 計 算 法 を 示

す。 時刻 t + ム t に お け る 表面 と そ の 近 く の 地点 ， Xml Xm- l l 
Xm-2 の 含 水 率 ， w(xm， t + ム t)， w(xm- ! ， t + ム t)， w(xm→2， 
t +  tl t) が 図2-1 に示す よ う に与 え ら れ て い る と す る 。 こ の
区 間 の z 座標 を Z と し ， 含水率分布 を 次式 の よ う に 2 次 方
程式 で表す。

( 表 面 )

図2-1 球表面近傍 の 含水率分布

( 2 次 曲 線表示)
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W(Z， t + ム t) = c + bZ+ aZ2

Z の原点を地点 Xm- l に一致 さ せ る と ， 地点 Xm-2 お よ び Xm の Z 座擦はそれぞれ - L1 x お よ び + ム z と な
る 。 こ こ で ， 上式 の定数 c， b， a を定 め な け ら ばな ら な い 。 ま ず ， 上式に Z= 0 を代入す る と c が決定 さ
れ る 。

c = W(Xm-"t + ム t)

次 に ， Z= ム z お よ び Z= + L1 x を代入す る と 次の 関係が得 ら れ る 。

W(Xm-2， t + ム t) = W(Xm- l， t + ム t) - b ム x + a ム X2

W(Xm， t 十 ム t) = W(Xm- l， t +  L1 t) + b ム x + a ム X2

こ の 2 式 よ り 定数 b， a は次の よ う に決定 さ れ る 。

b= {w(xm， t + ム t) 一 昨m-2， t + ム t)} _
1 

2 L1 x  

a = {μ付m， t + ム t) + ω(Xm-2， t + ム t) - 2W(Xm-l ， t + ム t)} �て
2 L1 x' 

上に求め ら れた c， b， a を元 の 式 に代入す る と ， 2 次方程式は次の よ う に表 さ れ る 。

W(Z， t + ム t) = W(Xm- l ， t + L1 t) + {ω( xm， t + ム t) - W(Xm-2， t + ム tj} -i- - z
2 L1 x  

+ { W(Xm， t + ム t) + W(Xm-2， t + ム t) - 2W(Xm- l， t + ム tj} -L7 ・ Z2
2 L1 x' 

Z 座標に よ る と ， 境界条件を表す式 ( 2 - 5 ' ) は次の よ う に表 さ れ る 。

( 2  - 8 ) 

/ θ W \ 
一D I 一一一一 I = 丸 { W(xm， t + L1 t) - we} \ a Z J Z � t. x  

式 ( 2 - 8 ) を Z で微分 し ， 得 ら れた結果 に Z= ム z を代入す る と 次の よ う に な る 。

(三竺-) _ . =� W(品川 t) - 4w(Xm- l， t +  L1 t) + w( Xm-2， 日 t)
。 Z J Z� t.x 2 L1 x  

こ れを式 ( 2 - 9 ) に代入 し て 整理す る と ， 時刻 t + ム t に お け る 表面 の合水率 ω(Xm， t + L1 t) を 与 え る
次の 関係が得 ら れ る 。

( 2  - 9 )  

W(Xm， t + ム t)

2kw ム xwe+ 4D(xm， t + ム t)W(Xm-"t + ム t) - D(xm， t + ム t)W(Xm-2， t + ム t) ( 2  - 10) 
2ん ムX+ 3D(xm， t + ム t)

こ こ に ， 拡散係数 D(xm， t + L1 t) は含水率 W(Xm， t + ム t) の 関数で あ る 。 そ の拡散係数が複雑 な 形 で右 辺
に 含 ま れ て い る こ と よ り ， 上式の W(xm， t + L1 t) は陰関数で与え ら れて い る こ と がわか る 。 こ れを解 い
て ω(Xm， t + L1 t) を求 め る に は ， 以下に示す trial and error 法に よ れば よ い。

ま ず ， 式 ( 2 - 10) 右辺の D(xm， t + ム t) を D(xm， t) に置 き 換 え て 左辺 の 値 ， す な わ ち ， w( xm， t + L1 t) 
の 第 1 近似値を求め ， それを W(Xm， t + ム t)l と お し こ こ に ， D( xm， t) は含水率 ω(Xm， t) を式 ( 2 - 1 ) 
に代入 し て 求 め ら れ る 拡散係数 で あ り ， 既知の値で あ る 。 次 に ， 第 l 近似値 W(xm， t 十 ム t)l を式 ( 2
1 ) に代入 し て 拡散係数D(xm，t + ム t)l を 求 め ， それを式 ( 2 - 10) 右辺 の D(xm， t +  L1 t) に置 き 換 え て
て 計算 し ， 同式左辺 の 値 ， す な わ ち ， 第 2 近似値 W(xm， t +  L1 t)2 を求め る 。 こ の試行を n 回繰 り 返 し ，
第 n 近似値 W(Xm， t + ム t)n と 第 ( n - 1 ) 近似値 W(Xm， t + ム t)n- l と の差の絶対値が予め設定 し て お い た
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徴小値以 下 に な っ た な ら ば ， 第 n 近似値を W(Xm， t + !1 t) と 見 なす。

1 . 3 確率論 に よ る 検討

式 ( 2 - 6 ) を前報の 確率過程論に照 ら し て 検討す る 。 前報に よ る と ， D(x;， t) !1 t/ !1 x2 が遷移 確 率
ß ß t に相 当 し ， ( 1-2 ß !1 t) が補遷移確率 に 相 当 す る 。 前報の 図 1-2を参照す る と ， 拡散係数一定の場
合遷移確率 ß ß t は左右 と も 等 し く な る が ， 上式 の 場合 ， 右側 の 遷移確率 ß 1 ß t と 左側 の そ れ ん ム t と
は等 し く な ら な い 。 こ こ に ， D( x;， t) !1 t/ !1 x2 = ß 。 ム t と お く と 戸 1 ， ß 2 は次 の よ う に表 さ れ る 。

1 .  D(x川， t) -D(X;- I ， t) l 
ß 1 = 戸 。 I 1十|L 4D(x;， t) J ( 2  - 1 1)  

r _ D(x;+ I ， t) - D(ぬ b t) l 
〆 2 - 〆 o I 1 一 |L 4D(x;， t) J 

こ れ よ り ， ß 1 + ß 2 = 2 ß o と な る こ と がわか る 。 こ こ で ， 次 の 関係
D(X;+ I ， t) -D(ぬ-bt) I 

1 < I 
. " . � . 

. .. -
I ( 2 - 12) 

4D(x;， t) I 
が成立す る 場合 ， ß 1か んの いずれか が負 と な り 確率論に整合 し な く な る 。 式 ( 2 - 12) が成立す る 恐
れ が あ る の は ， ( 1 ) 拡散係数が含水率に よ っ て 大 き く 変化 し ， (2) 刻み !1 x の 設定値が大 き く ， か つ ，
(3) 含水率勾配が大 き い場合で あ る 。 通常 の 乾燥問題 の 解析 に お い て 式 ( 2 - 12) が成立す る こ と は滅
多 に な い と 思われ る が ， 常 に そ れが成立 し な い と し 、 う 保証 も な い 。 し た が っ て ， 非線形拡散方程式 の
求解に あ た り ， 式 ( 2 - 6 ) を用 い る 解析法は一般性に 欠け る こ と に な る 。

2 . 球 内 の半径方向 の 1 次元拡散

2 . 1 基礎式 と 境界条件 (前報か ら の 再掲 を 含 む )

球 内 の l 次元拡散の 基礎式 は ， 拡散係数が含水率依存性 を示す 場 合 は 前報 の 式 ( 1 - 2 1 ) で表 さ
れ ， 初期条件 ， 境界条件 は前報 の 式 ( 1 - 23) ，...__ ( 1  - 25) で与え ら れ る 。 次に ， そ れ ら に新 し く 式
番号 を付けて 示す。 ま た ， 球表面 に お け る 境界条件 と し て ， 前報 と 同 じ境界条件 2 の ほ か に ， 前報で
は考慮 し な か っ た境界条件 ? を設定す る 。

θ ω 1 δ {r2D( a ω/ δ r ) }  
[基礎式] τ一= て 一一一一

d t r‘ 

[初期条件J t 三五 0 ， 0 �五 r 壬 b に お い て :

。 2W a D  a ω 2D a w 
D-一一一+ 一一一 一一一 +

。 r2 a r  a r r a r  

fω)t� o = WJ 

( 2  - 13) 

( 2  - 14) 

[境界条件 1 J t > O ， r = O に お い て : (�子) 戸。
= 0 ( 2  - 15) 

[境界条件 2 J t > O ， r = b に お い て : (w)吋= W. ( 2  - 16) 
上 の 式 ( 2 - 16) は空気側 の 物質移動抵抗を無視 し た 関係 を表す。 空気側 の 物質移動抵抗 を無視で き
な い場合は ， 式 ( 2 - 5 ' ) と 同様 に 次 の よ う に表 さ れ る 。

[境界条件 2 ' J t > O ， 
/ θ ω \ 

r = b に お い て : -D I -τ一一 I = k，jw，- w.) 
o r / r=b 

( 2  - 16' ) 

2 . 2  階 差 法 の 応 用

2 . 2 . 1 基礎式の 階差表現 基礎式 ， 式 ( 2 - 13) ， を 階差表現す る と 次 の よ う に な る 。

nJ“
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z1.)( r;， t + ム t) - w(r;， tj 町r;， t)
=一一一 {w(r;+l ， t) + ω(r;- l ， t) - 2w( r;， t) }  

ム t ム r

+ 1卜一土一寸f {ωD(仇rη九ri+l什川+叶t，t)什一一一-DI町(rηs ω}{μw什f仇rηi+l川，t刈tυj 一 ω叫(r;←山 一\ 2 ム r J 
2D(r;， t) 1 

+ - ， "' ， {ω(r件 l， t) - W(r;- t ， t) }  
i ム r 2 ム r

こ れを整理す る と 次式が得 ら れ る 。
I _ r 2 I:::. tD(r;， t) 1 1 

ω(r;， t + ム t) = 1 1 - � 一王子-2 - J J w(r;， t) 

十 [ {ム tD(r;， t) 1 r _ 1 ム t一一ート { 1 + 1-} 十 一寸 断川 t) -D仇 t ， t)} ] 附d
ム r2 J l - i 宝 ム.l.T

+ 
[ {I:::. t�;， t) } {

1 -
� ム t

l ァ} + {れ+j ， t) - D(r;- l ， t)} ] w(r; 叫
ム r2 J l - i J 4 ム r2

1 _  r 2 ムtD(r;， t) 1 1 r t::. tD(r;， t) 1 í r _ 1 1 . l)( rHl ， t) -l)( r;- l ， th = 1 1 - � 一一ーァ__:_f 1 w(九tJ + � 一一-.---f 1 O + -:- f  + . _ _ 1 w(r川， t)L - l ムr' J J l ムr' J L l i J 4D(r;， t) J 

+ 戸巴竺} [ {  1 -+} 仇ω -D向 t，t)! ( ] 仇
ム r〆2 J L l - i J 4D町(rη凡j， tりj 

2 . 2 . 2 球 中 心 に お け る 関 係 球の 中心 (r= 0 ) では ， 前報の式 ( 1 - 28) と 同様に次の 関係が成
立す る 。

I _ r 6 ム tD(ro， t) 1 1 r 6 ム tD(ro， t) 1 
w(ro， t + ム t) = 1 1 - � 一一一一一一 f 1 w( ro， t) + � 一一一一一ー ト w(rl， t) ( 2 - 18) L - l ム r J J -- ， l ム r J 

2 . 2 . 3 球表面 に お け る 関 係 式 ( 2 - 16) が成立すれ ば表面合 水率 w(rm， t) は 常 に w. に 一 致す
る 。 式 ( 2 - 16 ' ) が成立す る 場合は ， 式 ( 2 - 10) に おけ る と 同様に次の関係を用 いれば よ い。

2kw ム rw.+ 4D(rm， t + ム t)w(rm- l ， t + ム t) - D(rm， t + ム t)w(rm-2， t + ム t)
w(rm， t 十 !:::.t)

- - - _-: : . � .: ， - _ - - - _ ( 2 - 19) 
2kw l:::. r + 3D(rm， t 十 ム t)

2 . 3  確率論 に よ る 検討

次に ， こ の 場合 〔非線形拡散〕 の結果を前報に述べた確率過程論 と 比較 し て 検 討す る 。 式 ( 2 
17) に お い て ， ß o=D( r;， t) ム t/ l:::. r2 と お い て 次の よ う に ß l と ん を定義す る 。

{ 1 + ( 1/i) } + {D(r，什 j ， t) - D(r;- t ， t) }
ß l = ß o  

4D(r;， t) ( 2  - 20) 
{ 1 一 ( 1/i) } 一 {D(rHt ， t) -D( r;- l ，t)} 

ム = 戸 。
4D(r;，t) 

す る と ， ß l ム t お よ び ß 2 ム t を遷移確率 と み なす こ と が で き る 。 こ こ で ， i= 1 の場合 ， [ 1- ( 1/i) J  = 0 
で あ り ， D(rHl ， t) >D(r;- l ， t) の と き ß 2< 0 と な り ， 容易 に確率論に矛盾す る こ と がわか る 。 す な わ ち ，
式 ( 2 - 17) に よ る 計算法は一般性 に 欠 け る こ と に な る 。 ま た球 中 心 の 式 ( 2 - 18) に お い て ， ( 1-
6 ß o !:::.t) が補遷移確率に相当す る こ と よ り ， 前報 と 同様に ， 0 三五D(r;， t) ム t/ ム r2 �玉 1/6 が制約条件 と な
る こ と がわか る 。
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拡散係数が含水率 の 関数で与え ら れ る と 拡散の 基礎式は非線形 と な る 。 こ の場合の基礎式を 階差表
現 し ， 前報2) で示 さ れた拡散現象 と 確率過程論 の 関 係 に 準拠 し て 検討 し た と こ ろ ， こ の 階 差 表 現 に よ
る 数値計算法に は確率論に整合 し な い恐れ が あ る こ と がわか っ た。 と く に球の乾燥 の 場合 ， 矛盾 を 生
じ る 可能性が高 い こ と が示 さ れた。 続報で は ， こ の 矛盾を解消 す る 計算法を検討す る 。

使 用 記 号

b : 球半径
C : 式 ( 2 - 1 ) の 定数
D : 拡散係数
Do : 式 ( 2 - 1 ) の 定数

ん : 含水率差基準物質移動係数
L : 長 さ
p : 水蒸気分圧
r : 半径座標
t : 時間
w : 含水率 (乾量基準〕
x : 長 さ 方 向座標

F ム t : 遷移確率
!l r ， !l x : 長 さ 座標 の 刻 み
!l t : 時 間 の 刻 み
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Numerical solution for Moisture Diffusion Equation in Solid during Drying Process (Part 2) 
- Moisture Dependent Diffusivity -

Shinkichi Y AMAGUCHI and Kaichiro W AKABA Y ASHI 

Summary 
lt has been known that the moisture diffusivity in some solids depends on moisture content . 

For one-dimensional diffusion in a rectangular-coordinate and for radial diffusion in a sphere， a 
finite-diference method was described to obtain the numerical solution of the diffusion equations 
for moisture-dependent diffusivity， then the accuracy and convergence of the solutions were 
discussed. lt was pointed out that the finite-difference method for the moisture dependent 
diffusivity had a fear of a contradiction in the light of the stochastic process theory as mentioned 
prevlOus paper. 

〔英文和訳〕

乾燥過程 に お け る 国体 内 水分拡散方程式の 数値解 (第 2 報)

一含水率依存'性の拡散係数の場合一

山 口 信吉 ， 若林嘉一郎

固体 内 の 水分拡散係数は含水率に依存す る こ と が知 ら れて い る 。 含水率依存性 の 拡散係数の 場合 の

拡散方程式 の 数値解を得 る た め に 直交座標 の 1 次元拡散お よ び球の 半径方 向拡散に関す る 階差法が示

さ れ ， 解 の精度 と 収束が検討 さ れた。 こ の 含水率依存性 の 拡散係数 の 場合 の 階差法は ， 既報で論 じ た
確率過程論に照 ら し て 矛盾 の 恐れを持つ こ と を 指摘 し た。
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