
歯車歯面の表示法 と その精度 に関す る 研究

1 . はじ め に

桐 昭弘 ， LIM YEW CHEW ， 伊藤 紀男

一般に ， 歯車歯面は歯面上 の 考察点 を 通 る 法線 と そ の 点 に お け る 接平面を基準面に し て ， 無限高次
の 曲面 と し て 表示 さ れ る 。 し か し ， 実際の 歯車加工に お い て は ， 歯切 り 理論が厳密 で あ っ て も ， 実際
に は歯面 の 接触を三次 曲面 ど う し の 接触 と し て 考察 し て い る た め ， 歯面表示 の 精度 の 違 い がそ の ま ま
加工上 の 難 し さ と な っ て 残 る こ と に な る 。

本研究 は ， 歯面を二次 曲面で表示 し て 接触を論 じ る の で は不十分で あ る と 考 え ， 歯面を従来 よ り 高
次 の 曲面で表示 し て 接触を論 じ ， よ り 精密な歯車 の 設計 ， 歯切 り に応用 し よ う と す る も の で あ る 。 本
報告 で は ， ま ず ， 従来の 三次 曲 面 に 関す る 理論につ い て 述べ ， 次に ， 高次曲面に よ る 歯面 の 表示法 に
つ い て 述べ る 。 最後に ， 具体的 な計算例 と し て ， 歯車歯面 と し て 利用 さ れ る 円錐面を取 り 上げ ， そ の
円錐面 の 表示法 と 精度 の 関係 に つ い て 検討を行 う 。

2 . 二 次 曲 面 による 曲 面の 表示

一般に ， 一つ の 曲 面 が 空 聞 を 運動 す る と ， そ の 曲 面 に
よ っ て 別 の 曲面が創成面 ， あ る い は包絡面 と し て 描かれ る 。
そ れ ら 三つ の 曲面は瞬間的 に線接触 を な す。 曲面を三次 曲
面に よ っ て 表示す る 方 式 に つ い て は ， M.L.Baxter の 論文
が あ る へ そ の 論文 で は ， 曲面を次 の よ う に定義 し て い る 。

図 1 の よ う に ， 曲面上 の 点 P を考察点 と し ， そ の 点 に お
け る 曲面 の 法線方 向 に z 軸 ， 接平面上 に x， y 軸を と る 。 n
は 曲 面 の 法線ベ ク ト ル で あ る 。 こ の と き 曲 面は ， 次 の よ う
に表 さ れ る 。

n 

x 

図 l 接平面座標

z = z(x， y) . . . ・ H ・ - …… . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ - ・ ……………… . . . ・ H ・ . . …………………一 . . . ・ H ・ . . … ・ ( 1 )
こ れ を展開 し て ， 二次の項 ま で を 用 い て 近似す る と ， 次 の よ う に表 さ れ る 。

づ ax2斗+ 附 7 Cy〆2 α

こ こ に ， a仏， b， c けtは主=次 曲 面 の 係数を表す。 こ の と き 曲面を s と す る と ， s は次の行列 で表す こ と が で き
る 。

ω = [ : : J (3) 
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こ こ で ， 二つ の二次曲面を ZJ， Z2 と し ， そ の 和 を お と す る
と ， 任意 の 点 (x， y) に お け る こつ の 曲 面 の 和 は ， 次 の よ う
に定義す る こ と が で き る 。
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 Z3三 7 (Gl 十 a2) x2 十 (bJ 十 b2) xy

+ 17 (Cf 十 C2)y2

十
こ れ よ り ， 次 の 関係が得 ら れ る O

a3= aJ 十 a2， h = bJ 十 h， C3 ニ C J 十 C2 ・ ・ ( 7 )  

こ れ は行列 の 定義に一致す る の で ， ZJ ，  Z2， Z3 の 曲 面 を (S) J ，
(S)2， (S)3 と す る と ， 次 の よ う に表す こ と が で き る 。

I aJ 十 α2 bJ 十 b2 l 
(S)3 二 (S) J 十 (S)2二 1 . . . I ' " (8) 

I bJ + b2 C J 十 C2 I 
し た が っ て ， 式 (2) よ り ， 任意 の 二 次 曲 面 は ， 次 の 三 つ の 基
本 曲 面 の 和 と し て 考 え ら れ る 。

勺 ax2， z2= bxy， Z→ cy2 

す な わ ち ， 次 の よ う に表 さ れ る 。
「 α 0 1 r O b l  

(S) J 二 I _ _ 1 ， (S)2= 1 .  _ I I 0 0 I I b 0 I 
r 0 0 1 

(S )3 二 I _ 
I U C 

n 
y 

(4)  

x 
(5)  

( a ) Z 1 寸 a x Z

n 

(6) 
y 

x 

(b) Z Z = b x y 

n 
y 

x 

， ， ， ， ， 

P 

( c )  Z) → c y Z 

(S) = (S) J 十 (S)2十 (S)3 一 一 … ぃ ・ - … ・ (9) 図 2 二次 曲 面 の 基本 曲 面

図 2 は ， 二次 曲 面 の 三つ の 基本 曲 聞を示 し た も の で あ る 。
図 2 (a) ， (c ) は 円 筒面 を ， 図 2 (b) は直線部分を も つね じれ面 を表 し て い る 。

3 . 高次 曲 面 に よ る 曲 面 の表示

次に ， 高 次 曲 面 に よ る 曲 面 の 表示法 に つ い て 述べ る 。
図 3 は ， ベ ク ト ル表示 さ れた 曲面 x を表す。 考察点 P を 通 る 曲 面 の 接平面を yz 平面 と し ， 法線方 向

を z 軸 と す る 。 曲面に は互い に直交す る 二つ の 主方 向 が あ り ， そ れ ら 主方 向 に沿 っ て S' ， S" 座標軸 を と
れ ば S' ， S" 軸 は接平面上 に あ る 。 接平面上 の y 軸 ， Z 軸 は ， それぞれ イ 軸 ， s" 軸に対 し て 3 な る 傾 き を
も つ も の と す る 。 S ' 軸方 向 の 原点 P に お け る 主 曲 率半径を ρ S" 軸方 向 の 主 曲 率半径を ρ " と す る 。
曲面上 に あ っ て 点 P の近傍 の 点 を Q と し ， 点 Q か ら 接平面に下 し た垂線の足を 点 Q' と す る 。 QQ ' の
長 さ を j ， 原点か ら 点 Q ' ま で の 長 さ を r と し ， 線分 PQ ' と z 軸 の な す角 を θ と す る 。 こ れ よ り 曲 面上
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3 .  1 P - xs' s" 座 標 系 に よ る 曲 面

の表示

P 点 の 近傍に お い て 曲 面 x は s ， ど
の 関数 と し て ， 次の よ う に表示す る こ
と が で き る 。

I -f(s ' ， s") l 
x(s' ， s") = 1 s ' … … ( 1 0) 

s 
こ こ で ， x(s ' ， s") の Z 軸方 向 の 成 分
f(s' ， s") は ， 曲面 x(s' ， s") の 原 点 P に

おけ る 単位法線 ベ ク ト ル を no と す る
と ， 次の よ う に表 さ れ る 。

f(s' ， s") = x(s ' ， s") ' no . . . ・ H ・ … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ …………………… ( 1 1 )
右辺の x(s' ， s") の項を展開す る と ， 次 の よ う に 書 き 換 え ら れ る 。

に は ， P -xsγ 直 交座標 系 ， P - xyz 
直交座標系 ， お よ び: P - xr 8 円柱座標
系 の 三 つ の 座標系が得 ら れ る こ と に な
る 。

0・

S ' 

x 

図 3 曲面 の 表示 と 座標系

-f(s ' ， s") = 同 0) +寸 (S 33+ s ￡) 仰 の

1 ( a  a ì 2  1 ( a  a ì 3 
I s ' -_ -. + s" 一一 1 X(S' ， S") +-_ -. 1 s' -_ -. + s" --=--:: 1 X(S ' ， S") 2 !  \ a s ' a s" ) ， . ' . 3 !  \ a s ' a s" ) 

十………… } 'no ………………… . . . ・ H ・ . . ………… . . . ・ H ・ . . …… . . . ・ H ・ . . ( 1 2) 
a x(s' ， s") a x(s' ， s") 

簡単の た め に _ Xs' ， _ •• x/' ， … . . . ・ H ・ の よ う に表示す る と ，。 s' - . a s" 
式 ( 1 2) は次の よ う に表 さ れ る 。

- f(s ' ， s") =  {x(O， 0) + (山S 十 SHXJ) + 1 (SF 2xsγ + 2s'向sγ + sUsγ)2 
l + E (SF 3xoγ + 3S'2S"X心γ + 3sγ2Xムγ + S"3Xムγ)

+ 土 (S' 4XSγsγ + 4S' 3S" xs'  S' s' s" + 6s' 2S"2Xs' S ' S" s" + 4s' S"3XS' s" S" s" + S"4Xs"S"s" s") 24 
+……… - ・ } ・no

こ こ で ，
( 1 3) 

x(O， O) ' no= O， xs' ・ no= xs" ' no= O， xs's" ' no= O  
で あ り ，

l 
Xs s ' no =ーーァ ，

ρ 
xs' s' s' ' no= G， 
Xs' s' s'" no=H， 
xs' s' s '  s' . no=P， 

l 
Xs s ' no 二一 "ρ 
xs's"s" ' no=L 
Xsγs" . no=M 
xs' s' s' s" . no= Q 

nu

 

ヴt
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xs' s"s"よ ' no 二U

と お く と ， f(s ' ， s") は 四 次 の 項 ま で の 式 で表示す る と ， 次 の よ う に な る 。

1 ( s '  2 S"2 \ 1 
f(s ' ， ピ) 二 一 | 一一十一一 1 + ← (Gs' 3 + 3Hs' 2S斗 3Lsγ2 + Ms'勺

2 \ ρ ' ρ " )  6 

+ � (Ps ' 4 + 4Qs' 3s" 十 6Ts' 2S"2 + 4Us ' S"3 十 VS"4) 一 … ー … ・ ・ ・ ・ ・ ・ 一 一 … ー ・ ー ( 1 4) 
24 

3 . 2 P - xyz 座標系 に よ る 曲 面 の表示

式 ( 1 0) の 曲 面 x(s 二 ど) を P - xyz 座標系へ座標変換を行 う 。 図 3 の 接平面上 で、 z 軸 と s" 軸 ， y 軸 と s'

軸 と の な す角 は δ で あ る か ら ， x 軸 の 右 ま わ り 方 向 を 正 と し て ， 次 の 関 係 が あ る 。

l ;:， J = l �:己 ュð

ð J l � J ( 1 5) 

し た が っ て ， 曲 面 x(y， z) は ， 次 の 式 で表示 さ れ る 。
- f(y， z) 

x(y， z) = y ( 1 6) 

z 

1 r (y cos δ 十 z sin ð )2 ( -y sin ð 十 z cos ð )2 1 
f(y， z) = -;:- � 十 ��� f

� 1ρ ρ l  

十瓦 {G(y cos δ + z sin δ )3 十 3H(y cos δ 十 z sin ð )2( - y sin δ 十 z cos ð ) 

+ 3L(y cos δ + z sin δ ) ( - y sin ð 十 z cos δ )2 十M( - y sin δ 十 z cos ð )3} 

+ 一 {P(y cos ð 十 z sin ð )4 十 4Q(y cos δ 十 z sin ð )3( - y sin 占 十 z cos ð )  
24 

+ 6T(ycos ð 十 z sin ð l( - y sin ð 十 z cos δ )2 十 4U(y cos ð + z sin δ )  

x ( - y sin ð + z COs ð )3 十 V( - y sin ð + Z COs δ )4} ( 1 7)  

3 .  3 P - xr θ 円 柱座標 系 に よ る 曲 面 の表示

式 ( 1 6) の 曲 面 x(y， z) を (x， r， () ) の 円柱座標系へ座標変換す る 。 y = - r sin θ ， z = r cos θ で あ る か

ら ， 次 の 式 が得 ら れ る 。 た だ し ， 。 は z 軸 の 右 ま わ り 方 向 を 正 と す る 。
- f(r， () ) 

x(r， θ ) = I - r sin () 

r cos θ 

1 r ( r sin () cos ð + r cos θ sm δ )2 
f(r， () ) = て � + 

ζ 1 P 

十lf {G( - r sin 。 C05 5 十 r cos θ sin δ )3 

( 1 8) 

(r sin θ sin ð + r cos () cos ð l 
ρ 

+ 3H( - r sin () cos ð 十 r cos θ sin ð )2(r sin θ sin ð 十 r cos () cos ð ) 

十 3L( - r sin () cos δ + r cos () sin ð ) (r  sin () sin ð 十 r cos () cos δ )2 

十 M(r sin () sin ð + r cos θ cos ð )3} 

+ � {P( - r sin () cos 占 十 r cos () sin ð )4 
24 
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+ 4Q( - rsin e cos ð + r cos θ sin ð )3(r sin θ sin δ + r cos θ cos δ )  
+ 6T( - r sin e cos ð + r cos θ sin ð )2(r sin e sin δ + r cos e cos δ )2 

+ 4U( ー- r sin e cos δ + r cos θ sin δ )(r sin e sin δ 十 r cos e cos δ )3 
+ V(r sin e sin δ 十 r cos θ cos δ )4} … … . . . ・ H ・ . . … … … … … … … … … … … ( 1 9)

こ れを整理す る と ， f(r， e ) は ， 次 の よ う に表す こ と が で き る 。
〆 r3

f(r， 。 ) =-z- V( θ ) + 1-xs( O ) ，

s，in2( e - ð ) cos2( e - δ )  
V( θ ) = -'-， “ 

ρ ρ  
Xs( θ ) = - G sin3( θ ー δ ) 十 3H sin2( θ δ ) cos( e - ð ) - 3L sin( e - ð )cos2( e - δ )  

r 
+M cos3( e δ ) 十Z{ P sid( O - δ ) - 4Q sin3( e δ )cos( e - ð ) 

+ 6Tsin( e δ )cos( e - ð ) - 4U sin3( e - ð )cos( θ δ ) 十 V cos4( θ ー δ ) … (20)
こ の式を用 い る と ， M.L.Baxter 氏 に よ る 三次曲面J.(r， e ) の表示 は ， 次の よ う に表 さ れ る 。

r f2(r， 。 ) =-z- V( O )

sin2( e ー δ ) cos2( e - δ ) 
V(r， e )  +一一一一つρ ρ  

(21 ) 

4 .  円 錐面の表示 と そ の精度の検討

曲面の表示法に よ っ て ， 曲面の精度が ど の よ う に変化す る か
を検討す る 。 こ こ で は ， か さ 歯車や ハ イ ポ イ ド ギ ヤ の歯面 と し
て利用 さ れ る 円錐面を例に取 り 上げ て ， 検討を試み る 。

4 .  1 円 錐 面 の 表示

図 4 の よ う に ， 円錐面を歯車歯面 と し て ， xか， u) で表示す
る 。 円錐半角 を ゆ B ， 円錐軸の 点 0 を通 る 軸直 角 断 面 の 半径 を
ro ， そ の と き の 円錐上 の 1 点を原点 P と す る 。 P 点 を 通 る 母線
を U 軸 ， 母線を含む接平面上で、 u 軸に直交す る 座標 軸 を u 軸 ，
P 点 の 法線方 向 を z 軸 と す る 。 原点 P に おけ る U 方 向 の 主 曲 率
半径を ρ よ と す る 。 ま た ， 点 P を原点 と し て ， 円錐の半径方 向
に ど 軸 ， それに垂直 に 円錐軸に平行に v' 軸 を 考 え る 。 円 錐 面
上 で ， 点 P の近傍の任意 の 点 を Q と し ， 点 Q を通 る 円錐軸に垂
直 な 断面で あ る 円 の 半径を r と す る 。 図 4 よ り ， 次 の 式 が成立
す る 。

j， 
x ' 

x ' 

u2十 (ro+ x' )2= (ro- v' tan ø B)2 … … … …  (22) 図 4 円錐面の 座標系
P - xvu 直角座標系 と P - x' v' u 直角座標系 と の 聞に は ， 次 の 関
係が成立す る 。l : � ] = l ∞s( れ) 刷 れ) l [" v I = I . -. . -. I I . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (23) 

x' J L sin( - ø B) cos( - ø B) J L x 

噌E400
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こ こ で ，
x' - v ' tan ゆ B= sec ゆ B(x cos 2 cþ B- v sin 2 cþ B) 1 

f . . . . . . . . . . . . . ・ ・ ・ ・ (24)
x' 十 v ' tan cþ B = x sec ゆ B I 

で あ る か ら ， こ れ ら を式 (22) に代入す る と ， 次式を得 る 。
u2 + sec2 cþ B {X2 cos 2 cþ B - VX sin 2 cþ B} + 2rox sec cþ B ニ 0 ・ … … ・ ……… ・ ー … ー…… ・ … ・ (25) 

こ れを z で整理 し ， x に つ い て 解 く と ， 次 の よ う に 求 め ら れ る 。
一 (2ro cos cþ B - v sin 2 cþ B) 土 V (2ro cos cþ B- v sin 2 cþ B)2- 4u2 coS2 cþ B cos 2 cþ B 

x =  (26) 
2 cos 2 ゆ B

こ こ で ， 2rO COS CÞ B- v sin 2 CÞ B= a と す る と ， 式 (26) の右辺の平方根 A は ， V， U が と も に微小 な値で あ る
か ら ， 次 の よ う に書 き 換 え る こ と が で き る 。

2U2COS2 cþ B COS 2 cþ B 2u4coS4 cþ B cos2 ゆ B
A = α 一 一 内 ・ ー … ー … ・ … 一 一 ・ … . (27) 

a a-

こ れ よ り ， 式 (26) を整理 し ， 四 次 の 項 ま で用 い て 表す と ， 次 の よ う に な る 。
� 1 � 1 - tan2 ゆ B

x = 一 一一一一
2 rOsec cþ B- v tan ゆ B 8 (rosec ゆ B- v tan ゆ B)3

し た が っ て ， 円錐面 x.(v， u) は ， 次 の よ う に表示 で き る 。

1 -f(v， u) l 
x.(v， u) = I v 一 一 … ー… ・ … 一 一 …… ・ … ・ ・ … 一 一 回 … ・ … ー ・ ・ … 一 一 … 一 一… ・ ・ ・ ・ … (29) 

u 

(28) 

こ こ Uこ
u2 1 

f(v， u) = 
2 rosec cþ B- V tan cþ B 

u4 1 tan2 cþ B 
8 (rosec cþ B- v tan ゆ B)3

(30) 

4 .  2 円 錐面 の 微係数

式 ( 1 4) よ り ， 曲 面 x(v， u) を微分幾何学的に三次式 で表示す る と ， 次 の よ う に な る 。

I -f(v， u) 

x(v， u) = I v 
u 

1 ( v2 u2 ì 
f(v， u) =τ | ーァ + で |

t. \ ρ p } 

十 瓦 (Gv3 + 3Hv2u 十 3Lvu2+ Mu3) 一 一 … ・ … - 一 一 … … ・ … ・ …… ・ … (32 )

(3 1 )  

こ こ で ， f(v， u) の二次お よ び三次の 微分係数 の 原 点 P に お け る 値を 求 め る 。 ま ず ， 二次 の徴係数につ
い て は ， 次 の よ う に な る 0

a 2  a r v 1 1 
ん - つ-f(v， u) = でご- � 一一一 十 一 (3Gv2 + 6Hvu 十 3L2u) f

å vZ - å v l ρ 6 . - I 

=一一ァ十 Gv +Hu … …  一… 一 … い い ・ ・ … 一 一 … ・ ・ ー …… 一 一… 一 一… ー… ー… ・ ・ … ・ (33) 
ρ 

原 点 P で は ， v = O，  u = O で あ る か ら ， 次 の よ う に な る 。

[Juul戸一一
ρ 

(34) 

つ白nnu
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同様に し て ，
θ δ  f凶 =一一一一一←f(v， u) =Hv 十Lu … … … … … … . . . ・ H ・ . . … … … … … … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . … (35) 

δ u θ u 
[fvu]p= O ・ H ・ H ・ . . … … … … … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ . . … … … … … … … … … … … ・ … ー (36)

θ 2 1 f幽 _ ァf(v， u) =一一Lv + Mu . . . ・ H ・ . . . … … … ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (37) 
o u. p 

[f..]p=一一一 … … … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . … … … . . . ・ H ・ . . … … ・ ・ … … … … … … … ・ ・ … … … … … (38) 
ρ 

次 に ， 三次の徴係数につ い て は ， 次 の よ う に求 め ら れ る 。
δ a 

fuvv=-_-て-f(v， u) = G ・ H ・ H ・ . . … … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . … … … … … … … (39)o v-

[f叫]p= G … . . . . . . ・ H ・ … ・ … … . . . ・ H ・ . . … … … … … … … … … … … . . . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ - ・ ・ ・ (40) 
a a 2 

叫= 一一つーf(v， u) =H … … … . . . ・ H ・ . . … … … … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . … . . . ・ H ・ . . … … … (41 ) 
θ u  a V2 

[/""，，]p=H … . . . ・ H ・ . . … … … . . . ・ H ・ . . … … … … . . . ・ H ・ . . … … … … … … … … . . . ・ H ・ . . … … … (42)
a a 2 

u-一一一一一一f(v， u) =L … . . . . . . . ・ H ・ - … … … ・ ・ … H ・ H ・ - … ・ ・ … H ・ H ・ - ・ … . . . . . ・ H ・ . . (43) 
。 v a u2 

[f出u]p=L … … … … …  … - … … . . . ・ H ・ . . … … ・ … … . . . ・ H ・ . . … … 一 … … … … … ・ ・ … ー (44) 
。 3

Juuu=-_-ァf(v， u) =M … . . . . . . . . . . . ・ H ・ . . . . ・ H ・ . . ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ (45) o u-

[f叫]p=M … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ H ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . … … … … … … . . . ・ H ・ . . … … … … … … (46)
曲 面 x(v， u) が 円錐面の 場合 に つ い て ， そ の 円錐面の二次 ， お よ び三次の 微係数を原点 P に お い て 求 め
る 。 式 (29) ， (30) よ り ， 次の よ う に得 ら れ る 。

[fvv]p=-， = 0  … 一 一 … … ・ … … 一 一 … … . . . . . ・ H ・ - 一 … … … … … . . . . . . . . . . . . … … … … (47) 
ρ 

a 2 1 fuu=一一一一f(v， u) = で あ る か ら ，a U2 - ，  . rOsec ゆ B- v tan rP B
1 cos rP B 

[fuu]p=ー7= - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (48)
ρ ro 

[fvvv]p= G = 0 … … … … … … … … … … … … … … … … … … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ H ・ H ・ . . … … … (49)
[fvvu]p=H = 0 … … … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . … … … . . . ・ H ・ H ・ H ・ . . … … … . . . ・ H ・ . . (50) 
[f叫]p= M = O … … . . . ・ H ・ . . … ・ … . . . ・ H ・ . . … … … … … … … … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . (5 1 )  

f叫=
( - tan ゆ B)

で あ る か ら ，
(rosec ゆ B- v tan rP B)2 

tan ゆ B tan rP B  
[fvuu]p = L =一一一一一一=一一一一一 … … … … H ・ H ・ - … H ・ H ・ - … H ・ H ・ - … … … (52) 

(rosec や J ρ " 2

こ れ ら の結果 よ り ， -f(v， u) は ， 次 の よ う に表示 さ れ る 。
( u2 L叩2 ì 

-f(v， U) = 一 | 一一+一一一 I . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ - … . . . ・ H ・ . . … . . . ・ H ・ - … … … ー … … … (53) 
\ 2 p " 2 ) 

よ っ て ， 円錐面を三次式で表示す る と ， 次式を得 る 。
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- (十子)
x(v， u) = 

ρ H ニ rosec 1> B 

L = 
tan 1> B 

-
(rosec 1> B)2 

U 

u 

式 (53) を 円柱座標系 で表示す る と ， 次 の よ う に な る 。

(54) 

(r cos θ )2 COS 1> B r3 
Ur， θ ) 二一ーで一一一一一一一一一一て L sin e COS2 e … 回 一 一 … 一 一 一 回 ・ ・ ・ ・ … … ・ … ぃ ・ ・ 一 一 ・ (55) 

t. rO t. 

こ れ よ り ， 二次式 で表示 し た場合は ， 次 の よ う に表示 で き る 。
(r cos θ )2 COS 1> B 

fz(r， e ) 二 一一一了一一一 … … ー … 一 一 一 一 … ー ・ ・ ・ … ー … … 一 (56) 
t. rO 

式 (26) を 円柱座標系で表示 し た も の を 1Jr， θ ) と す る と ， 次の よ う に表 さ れ る 。

1，(r θ ) ニー
1 j a 一 川2- 4r2 c凶 c叫 Bcos 2 1> B 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (57) 

2cos 2 1> B 1 . - . - I 
こ こ に ， a = 2rocos 1> B + r sin θ sin 2 1> B で あ る 。 こ れが 円 錐面 の 厳密式 と な る 。

4 . 3 精度の検討

前節 ま でに得 ら れ た 関係式を用 い て ， 円錐面 の 三次 曲面に よ る 表示 と 二次 曲面に よ る 表示 の 聞 の 精
度を ， 円 錐面 の 法線方 向 で あ る X 軸方 向 の 瞭間 0 1 を 求 め て 表す こ と に す る 。 三次 曲 面表示 の 精度 を
0 13 ， 二次 曲 面表示の精度を δ 12 と す る と ， それぞれ次 の 式 で求 め ら れ る 。

0 13 ニ1，(r， e ) - Ur， e ) 1 ト . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ・ ・ (58)
δ 12= 1Jr， e ) -fz(r， e ) I 

こ こ で ， 定数 と し て ， 原 点 に お け る 円 錐半径を ro= 95 . 25mm ， 円錐角 を ゆ B 二 20 。 と し て 計算を 行 う 。

精度を表す 曲線は ， θ の 範 聞 を o 0 � 1 80。 と し ， そ の範 囲 を 15' 間隔の 12分割 し て 表す。 ま た ， そ の と

き の r の値は 20mm� 十 20mm の 範 囲 で調べ る こ と と す る 。
そ の 結果を ， 図 5 � 1 l に示す。 図 5 は θ 二 0' ( 180" ) の

場合 で ， 三次 曲 面 ， 二次 曲 面 と も に全 く 同 じ値 と な り ，
r= 士 8 mm では 0 13.2= 4 . 3 x 10 'mm で ， 約0 . 4 μ m の 誤

差を生 じ る こ と と な る 。
図 6 は ， θ ニ 15 0 ( 165 ' ) の 場合を示す。 こ の 場合は三

次 と 三次 の 精度 は 明 ら か に違い を示す。 三 次 の 式 で は r
二 士 8 mm の と き ， 0 13 二 約3 . 8 x lQ-'mm と な る 。

図 7 は ， e ニ 30 ' ( 1 50 ' ) の 場合を示す。 。 が こ の位置
に な る と ， さ ら に三 次 曲 面 の 精度 の 良 さ が は っ き り す る
こ と が わ か る 。 三 次 曲 面 の 式 で ， r = ::t 8 mm の と き ，

0 13ニ 約3 . 0 x lQ-'mm と な っ て い る 。
図 8 は ， e = 45' ( 1 35' ) の場合で あ る 。 θ が こ の位置

では ， 三 次 曲 面 の 精度 の 良 さ が二次 曲 面 の も の よ り ， さ
ら に 良 く な る こ と がわか る 。 三次 曲 面 の 式 で ， r 二 土 8

84 
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句2・ 4 

-h z 
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-4 

-s 

ー・

- 1 8  

図 5 精度 の 検討 ( /7 = 0 。 の 場合)
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，、 R 

3hE - e = 1 5' ( 1 6 5' ) 。 =30' ( 1 50' ) 

】 ー ..... 1 

句2・
4 

ーミ ‘ 

‘ ‘、
E 

-h z 

- 1 1  - 1 2  -e -4 8 
28 

-4 圃

-2 
-2 

-4 .... 

-1 -e 

ーー -咽

- 1 8 
- 1 圃

図 6 精度の 検討 ( 0 = 15 " の 場合) 図 7 精度 の 検討 ( 0 = 30 。 の 場合)

，、

3hE - e =(5' ( 1 3 5' ) e =60' ( 1 20' ) 

、� 1 ..... 8 

‘2-
4 

. 恥
E t21 : 4 

-h E 

田4・ 圃
-2 

- 1 8  - 1 2  -e .... 瞳 4・ ー ‘を章、、 1 8 21 
語圏 r ( 111m ) 、、、 、-2 

-4 .... 

-1 -e 

-e 4 

- 18 
- 1 8 

図 8 精度の 検討 ( 0 = 45 。 の 場合〕 図 9 精度 の 検討 ( 0 = 60 " の場合)

，、
。 =7 5' (105' ) 。 =90'

、� 1 
..... 8 

句2・ 4 格: 4 
-h E S \f ，/ δ f i . 、

z 

.... ・ 4 ー - 1 &  - 1 2  -ー .... ・ a‘ 圃 12 18 2圃

-2 r ( 111111 ) 28 r ( mm ) -2 

.... .... 

-e ーー

圃ー ーー
- 1 8 1璽

図 1 0 精度 の 検討 ( 0 = 75 " の 場合) 図 1 1 精度 の 検討 ( 0 = 90 。 の場合)
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mm の と き ， δ ]3= 約 1 . 8 X 10 'mm と な っ て い る 。
図 9 ， 10は ， θ が60' ( 120' ) ，  75' ( 1 05' ) の場合 で あ る 。 三次 ， お よ び二次 曲面 と も に θ = 45' の 場

合に比べ ， 精度が 良 く な っ て い る 。
図 1 1 は ， θ ニ 90' の場合であ る 。 こ こ では ， 二次 曲 面 ， 三次 曲 面 と も δ ]2.3 は ほ と ん ど O に近 く ， 一 20

mm < r < 20mm では ， 約 一 1 . 3 X 10- 9 < í5 ]2.3 < 1 . 3 X 1O-9mm と な っ て い る 。

5 . 結 論

歯車 曲面を三次曲面で表示 し た場合 と 二次 曲面で表示 し た場合の精度 に 関 し ， 歯車歯面 に利用 さ れ
る 円錐面を例に取 り 上 げ て 検討を試みた。 そ の結果 ， 円 錐面に お い て は ， () の ど の 方 向位置に お い て
も ， 三次 曲 面 に よ る 表示 が は る か に精度が よ い こ と がわか る 。 し た が っ て ， ま が り ばか さ 歯車や ハ イ
ポ イ ド キ ア の よ う に ， そ の 品質 が歯当 た り に よ っ て 決定 さ れ る よ う な歯車 に お い て は ， 歯車歯面を よ
り 高次 な 曲面で表示す る こ と が ， 正確な歯当 た り を 求 め る た め に は不可欠 な こ と と い え る 。 し た が っ
て ， 従来 の二次曲面に よ る 表示 で は な く ， 少 く と も 三次 曲 面 に よ る 表示 に よ っ て 歯面 の 接触を論 じ る
こ と が必要 で あ る 。

終わ り に ， 本研究を遂行す る に 当 た り ， ご指導 い た だ し 、 た 元富 山大学教授 高橋幸一氏 (ハ イ ポ イ
ド 高橋技研所長〕 に誠意 を表 し ま す。
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R epresentation and Accuracy of Gear Tooth Surface 

Akihiro KIRI， LIM YEW CHEW， Norio ITO 

h 
Generally， a gear tooth surface moving in space generai:es or envelops another conjugate 

surface with line contact at any instant between generating member and generated member. 
These surfaces can treat mathematically by the expression of a infinite series. In the 
conventional theory for hypoid gears tooth surface are represented by a second-order surface. 
However， for developing an excellent tooth bearing， this theory is not accurate enough because 
higher-order surfaces are required. This paper investigates the difference in accuracy between a 
second-order and a third-order surface， as the case of a cylindrical surface. 

〔英文和訳〕

歯車歯面の 表示法 と そ の 精度 に 関 す る 研究

桐 昭弘 ， LIM YEW CHEW ， 伊藤 紀男

一般に ， 空聞を運動す る 一つ の 歯車歯面は ， 共役な 曲面を創成 ， あ る い は包絡す る 。 そ の 際 ， 創成
面 と 被創成面は ， 瞬間的に線接触を構成 し て い る 。 こ れ ら の 曲面は数学的に は無限級数に よ っ て表示
で き る 。 し か し ， こ れ ま で の 歯面の取 り 扱い は二次 曲面に よ っ て表 さ れて き た。 し か し な が ら ， よ り
優れた歯当 た り 改善へ の要求に と も な い ， 高次曲面に よ る 表示が必要 と な っ て き た。 本論文では ， よ
り 高次 曲 面 で あ る 三次曲面で歯車歯面を表示 した場合の 曲面の精度を ， 従来 の 二次 曲面 と の 比較 に お
い て 論 じ ， 円筒面を具体例 と し て そ の精度を検討す る 。
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