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1 . 緒 言

論理式 を 分離加法形式 で表現す る と ， 項が互い に 共通部分 を持た な い の で， 論理式 に 含 ま れ る 最小

項 の 数が算 出 で き ， ト ー ト ロ ジィの判定や ， 論理式 同志の包含関係 の判定， あ る い は ， 等 し い か ど う

か の 検証 に 使 え る な ど， 一般の 加法形式 に み ら れ な い ， い く つ か の特徴が あ っ て重要 な 表現形式 で あ

る 。 論理式 を 分離加法形式で表現す る 手法 と し て は ， 我々 は ， す で に S U B 法 を 提案 し ω， 更 に そ の
後， これ よ り 精度 の よ い (求 ま っ た 分離加法形式 の項数が よ り 少 な いこ と ) M A 法 を 発表 し だ九 これ

ら の 方法で は ， 関数が与 え ら れ る と ， 直接この 関数に つ い て 分離加法形式 を 求 め て い く も の で あ る 。

一方で， 関数 を よ り 小 さ な 部分関数 に 分割 し て 分離加法形式 を 求 め て い く ， い わ ゆ る ， 木形 ア ル ゴ リ
ズ ム が あ る 。 本論文 で は S A S 法， D T 法 と 称す る 方法が そ れで， 多変数の 関数 ま で扱 え る が， 精度
が悪 い 。 これ に 対 し て ， M A 法 で は 精度 の 点 で、 は 木形 ア ル ゴ リ ズ ム よ り よ い が一般 に 計算時間がかか

る と い う こ と を 実験的 に 示 し た (1 )，(2)。

ここで は ， M A 法， S A S 法， D T 法 の 手数， つ ま り ， 計算時間量 を 理論的 に 求 め て い る 。 結果 は
実験 (手法 を プログラム 化 し 計算機で実行 し た ) 値 と 比較 し ， そ の 妥 当 性が示 さ れ て い る 。 この よ う

な 手数 を 求 め て お く こ と は ， 各 ア ル ゴ リ ズ ム が何変数 ま での 関数が実用時間の範囲内で扱 え る か を見

当 つ け る た め に重要 で あ る 。 ま た ， M A 法 と D T 法 と を 結 びつ け た M A-D T 法 は 双方 の欠点 を相補

っ て効率の よ い 方法 と な る 。 この と き ， D T 法 を 使 っ て ， 何個 の キ ュ ー ブ を も っ 部分関数 ま で分岐 さ

せ て か ら ， M A 法 を 適用す る と 最適か を ， 理論的 に 決定す る さ い に も 手数 を 求 め て お く 問題は 必要 と

な っ て く る 。

2 . 用 語の説明

n 変数多値入力 2 値 関 数 f は P1 x 九 × … × 九 か ら B = { O ， 1 } へ の 写像で， 但 し ， Pi = { O ，
1 ， … ， þ;- 1 } ， 次 の 例の よ う に キ ュ ー ブ C j ( j = l ， 2 ，  3 ) の 集合で表 さ れ る 。

I C 1 = 1101 - 11001  
F1 二 I C 2 = 0110 - 0110 1 

L C 3 = 1Q01 - 0001J 

ここ に ， n = 2 ， ρ ; = 4 ， つ ま り 2 変数 4 値入力 関数の場合で あ る 。 キ ュ ー ブ C j は 左 よ り 4 ビ ッ ト

(一般 に ρ ビ ッ ト ) ずつーで区切 ら れ， そ れ ぞ れ変数 X1 ， X2 (一般 に ， XJ ， X2 ， … ， xn) に 対応 さ

せ て い る の で， これ ら の 区分 を 左 よ り 変数 XJ ， X2 (一般 に ， X1 ， Xム … ， Xn) の成分 と 呼ぽ う 。 各

成分の 4 桁 の ビ ッ ト は 左 の 桁 よ り ， そ の成 分 に 割 り 当 て ら れた 変数 瓦 が と る 真理値 0 ， 1 ， 2 ，  3 に
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対応 し ， これ ら の桁で， ビ ッ ト が 1 か O に よ っ て ， Xj が そ の桁の値 を 取 っ た と き ， キ ュ ー ブの 第 j 成

分 は そ れ ぞ れ l ま た は O と な る 。 C l ニ 1101 - 1100 は X1 の 真理値が O ま た は 1 ま た は 3 で， か っ X2
の 真理値の O ま た は 1 の と き ， この キ ュ ー ブ は 1 と な る 。 この 様 な 関係 は マ ッ プで表す と 便利で， 図

X. 0 1 2 3 X . 
0 1 1 3 1 1 。 1 。 4 8 1 2  l' 1 

1 1 2 2 1 1 1 。 1 5 9 1 3  1" 2 2 

2 2 2 。 1 1 。 2 6 1 0  1 4  2 2 

3 1 1 3 1 1 。 1 3 7 1 1  1 5  l' l ' 
i 

( a ) キ ュープの例 (b ) 関数F .の真理値 ( c ) セルの番号 ( d )  C . ⑮ C. の結果

図 1 4 値 2 変数の マ ッ プ を 使 つ て の キ ュ ー ブ， 関数の 真理値， セ ルの番号， @演算 の 説明 図

1 ( a ) で示 さ れ る 。 四角 い ま す 目 は セ /レ と 呼ばれ， 数字 1 ， 2 お よ び 3 と 示 し た セ ル で各 キ ュ ー ブ

C l ， C 2 ， C 3 は そ れ ぞ れ関数値 1 を 取 る 。 従 っ て 関数 F 1 の 真理値 は 図 1 (b ) と な る 。 セ ル は 入力変
数 Xl o X2 の 取 る 真理値の 組合せ に よ っ て 識別で き る 。 この 真理値の組合せ は ρ 進数 と み な さ れ る (但
し ， 左の桁 よ り 右 の 桁 に 上が る と し て ) ， そ の 大 き さ で番号付 け で き る 。 図 1 ( c ) はこれ を 示 す 。 セ
ル 1 ， 2 ， … ，  15 は キ ュ ー ブで表現 し て ， 1000 - 1000， 0 100 - 1000， … 0001 - 0001 と 各成 分 に 1 の ビ
ッ ト が l つ だ け あ る 。 セ ル のこ と を 基本 キ ュ ー ブ と い う 。 ま た ， 最小項 と も い わ れ る 。 一般 に n 変数
の マ ッ プで考 え て ， 一番大 き な番号の セ ノレ 00・ . . 01 - 00 . . . 01 … 00 . . . 01 を C M で示 そ う 。

(基本 キ ュ ー ブ と C M と の 間の 距離) 基本 キ ュ ー ブ c; の 各成分 に は 1 の ビ ッ ト が 1 つ だ け あ り ， こ

れ を 右 に 桁移動 し て ， CM の l の位置 に 合 わ せ る こ と がで き る 。 この桁移動の全成分の総和 を c; と Cm
と の 距離 と 定義 し よ う 。

(キ ュ ー ブの最大番号 の 基本 キ ュ ー ブ) キ ュ ー ブ c; に お い て ， 各成分の 最右端の 1 の み残 し ， 他の
桁の ビ ッ ト を す べ て O と 置い て で き る 基本 キ ュ ー ブ C明α は Ci に 含 ま れ る 基本 キ ュ ー ブの う ち ， 番号
最大 の も の で キ ュ ー ブ c; の 最大番号 の 基本 キ ュ ー ブ と い う 。 例 え ば， 上 の C 2 二 0110 - 0110 を C i と
し ， Ci•ma ニ 0010 - 0010 (セ ル10のこ と ) で あ る 。

(キ ュ ー プの体積) キ ュ ー プ に お い て ， 各成分の 1 の 数 U i の 積 II U i を この キ ュ ー ブの体積 と い
っ 。

(キ ュ ー ブ の 拡大) キ ュ ー ブ c; は初 め 関数 F の 1 (true) の セ ル の み を 含 ん で い る も の と し よ う (こ

の よ う な キ ュ ー プ は F の内項 と い わ れ る ) 。 各成分の 1 の 数 を 増や し て い く と ， キ ュ ー プ Ci の体積 は

大 き く な る が， し ま い に は 関数 F の o (false) の セ ル を も 含 む よ う に な る 。 この O の セ ル を 含 む よ う

に な る 寸前 の キ ュ ー ブ を F の 主項 と い う 。 ま た ， この よ う な操作 を キ ュ ー プの 拡大 と い う 。

この 他 に ， 真理値表濃度， 併合 と い う 言葉 も 出 く る ( 1 )が， こ こで は ， 説明 を省略す る 。 ま た ， キ ュ ー

ブ c; か ら キ ュ ー プ G に 含 ま れ る セ ル を 取 り 除 く 操作 に ディ ス ジ ョ イ ン ト ・ シ ャ ー プ演算 (⑪演算)

が使わ れ る 。 これ も 文献 ( 1 ) に あ る の で， ここで は 1 例 C1 @ C2 の 結果 を 示す に と ど め る 。 図 1 (d ) 

の よ う に ， C1 の セ ルの う ち G に も 含 ま れ る セ ル 5 が除か れ， c = 1101 - 1100 は C;_ = 1001 - 1100 (図
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中， 数字 1 ' と 印 し た セ ル) と C{ = 0100 - 1000 ( 図 中， 数字 γ と 印 し た セ ル) と に 別れ る 。 キ ュ ー ブ
の 集合 C; ， C{ ， G ，  G は 互 い に 共通部分が な く ， 分離 し て い る と い う 。 関数F が与 え ら れた と き ，
で る だ け個数の 少 な い 分離 し た キ ュ ー ブの 集合 ( こ れ は 代数的 に は 加法形式 と み ら れ る ) で表す こ と
が本稿の 主題で あ る 。

3 . 方 法

初 め に ， 二つ の 木形 ア ル ゴ リ ズ ム に つ い て 述べ る 。 い ずれ の 方法 も 次 の キ ュ ー ブの 集合で表 さ れ る
関 数 / で説明す る 。

100 - 111 - 010 

111 - 01 1 - 010 

010 - 111 - 001 

01l - 1l0 - 001 

010 - 100 - 101 

100 - 01 1 - 110 

3 . 1 変数 に よ り 分岐す る 手法 ( D T 法) ω，ω

Chan の 決定木 (decision tree) に よ る 方法(め な の で， D T 法 と 略記す る 。 キ ュ ー ブ表現に お い て ，
各成分 は 変数 に 対応す る の で こ こ で は 変数 と 呼ぼ う 。 キ ュ ー ブで全部 1 の み か ら な る 変数 を 1 の 変数

と い い 1 で な い 変数 を 1 の 変数 と い お う 。 ま ず，

( 1 )  根 と な る べ く ， 変数の 一 つ を 次 の よ う に し て 選ぶ。 1 の 変数の 数が最 も 少 な い項 に 注 目 し ，

そ の項 の 1 の 変数の 中 ， 他の 最 も 多 く の キ ュ ー ブお い て も 1 の 変数 と な っ て い る 変数 を 選ぶ。 本例で

は X3 が ま ず選 ばれ る 。 こ の根の X3 = 0 の 枝 に は ， キ ュ ー プの内で お の 成分の (左 よ り ) 1 ビ ッ ト

目 が 1 の キ ュ ー プ を 集 め る 。 但 し ， X3 の 成 分 を 1 に 変 え る 。| 010 40 1「
100 - 01 1 - 111  

こ れ を f と 考 え 再 び ( 1 ) で変数 を 選ぶ。
X1 が選 ばれ こ の根の X1 = 0 ， 1 ， 2 の
各枝 に は f の キ ュ ー ブの内で X1 の 成分

の (左 よ り ) 1 ビ ッ ト 目 ， 2 ピ ッ ト 目 ，

3 ビ ッ ト 目 が そ れ ぞ れ 1 の キ ュ ー ブ を 集

め る 。 す る と ， こ の 順 で { 11 1 - 011 -
111 } ，  { 1l1 - 100 - 111 } ，  { φ } と な る 。 但
し ， X1 の成分を 1 に 変 え る 。 こ れ ら の キ
ュ ー プの 集合 は い ずれ も 1 の 変数が一個

か 空 で あ る の で， そ れ ぞ れ を 葉 と し ， こ
れ以上の枝出 し は し な い 。 同様 に ， X3 の

根か ら ， X3 = 1 ， 2 に つ い て の枝 出 し が

行わ れ て 図 2 の よ う に 決定木がで き る 。

( 2 )  ( cþ で な い ) 各葉か ら ， 根 ま で

の道の枝の リ テ ラル (但 し ， ビ ッ ト 表現
し た も の ) を か け 合わ せ て で き る キ ュ ー

ブの和 (集合) が f の 分離加法形式 を 形

f = { Ci } ニ (但 し ， 上 よ り
i 1 ，  2 ，  6 ) 

X . 

し\
…

〆/
]

L

4

 

1

\V\
[

 

〆
…
[111-100噂111] [100-111-111] [111-111-111] 

図 2 D T 法の法定木
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成 す る 。

例 え ば， 図 2 の 一番 左 の 葉 1 1 1 - 0 1 1 - 1 1 1 は Xl が O の 枝 の リ テ ラ ル 100 - 11 1 - 1 1 1  X3 が O の 枝

の リ テ ラ ル 1 1 1 - 11 1 - 100 を か け て 100 - 0 1 1 - 100 と な り ， 他 の 葉 も 根 ま で か け 合 わ せ て ， 010 -

100 - 100，  100 - 100 - 010， 1 1 1 - 0 1 1 - 010， 0 10  - 1 1 1 - 001 ，  001 - 110  - 001 の 言十 6 個 の キ ュ ー ブ を 得

る 。

な お ， こ こ で は ， 図 2 の 四 角 の ま す 目 で囲 ん だ よ う に ， 一 つ の 根か ら 出 て い る 枝が 同 じ 値 の 葉 を も

て ば， 一 つ の 葉 に ま と め て ， 多 重枝 に し て い る 。 す な わ ち ， X2 が 1 と 2 の リ テ ラ ル は 一 つ に ま と め て

1 1 1 - 0 1 1 - 1 1 1 と す る 。 我 々 は ， こ の と こ ろ を ， 同 じ 部分木 を も て ば， 一 つ の 部 分木 に ま と め る よ う

プ ロ グ ラ ム 化 し て い る 。 こ れ は ， 葉 か ら 根へ と 向 う キ ュ ー ブ の 合成過程 で， 併合操作 を 行 っ て い る こ

と に 相 当 す る 。

3 . 2 項 に よ り 分岐 す る 手法 ( S A S 法 ) ( 1 ) . (4) 

笹 尾 の 否定 を 求 め る ア ル ゴ リ ズ ム (4) か ら 分離加法形式 を 求 め る の で， S A S 法 と 略 す る 。

( 1 ) 根 と な る べ く ， キ ュ ー ブ C を 1 の 変数 の 数が最小の も の か ら 選 ぶ。

(2)  こ の 根か ら デ ィ ス ジ ョ イ ン ト ・ シ ャ ー プ演算 Cu @ C で求 ま っ た だ け の キ ュ ー ブ の 枝 出 し が行 わ

れ る 。 但 し ， Cu は universal cube ( 全成分が 1 の キ ュ ー ブ) で あ り ， デ ィ ス ジ ョ イ ン ト ・ シ ャ ー プ演

算 を 取 る 変数 の 順序 も 木が大 き く な ら な い よ う 工夫 が さ れ て い る 。

関数 / の 例 の 場合 ( 図 3 参照 ) ， ( 1 )で， ま

ず +艮 rl と し て L 二 C2 = 1 1 1 - 0 1 1 - 010 が

選 ば れ変数 X! ， X3 ， X2 の 順 で@演算 が行

わ れ る 。 そ の 結果， 図 3 の よ う に 二 つ の キ

ュ ー ブ tl ， t， が得 ら れ， そ れ ぞ れ の 枝 で / と

の 論理積 を と る 。 / ・ ん ( 右側 の 枝 ) の 方 は

一 つ の キ ュ ー ブ ら し か 残 ら な い か ら こ れ

を 葉 と す る 。 f . tl (左側 の 枝) の 方 は [ ] 
中 で示 し た 複数個 の キ ュ ー ブが あ る の で，

( 1 )へ も ど っ て ， 再 び根 と な る キ ュ ー ブ η を

選 ぶ 。 Cu @ η で更 に 校 出 し を 行 い 同 様 に

つ づ け る と 図 3 の 木が完成す る 。

こ の 例 の 分離加法形 は φ で な い 葉 か ら 根

ハ ま で の 道 を 形成 す る 各 枝 の キ ュ ー ブ を

か け 合 わ せ る こ と に よ り 得 ら れ る 次 の 三 つ

の キ ュ ー ブ
11 • ら ・ た ・ 4 ニ 100 - 0 1 1 - 10 ，

A ・ ら . tl = 010 - 100 - 100， 

A ・ ん = 100 - 100 - 0 10 

と ， 根 r! ， 仏 乃 の 三 つ の キ ュ ー ブ の 和 か ら

な る 。

な お ， 本方法 で は 上記 の 手 法 の よ う に ，

同 じ 部分木 を 一 つ に ま と め る よ う な 併合操作 は 行 わ な い 。

(r ， ) : 板

…
\
一

一\ t
M
/
山川

//

川川川判

t ， : 枝

回 目 山411入=0
/ �\ 

t:;1111 1 i dzomo-100 
/ て�

/ t.=OO十11 �
民虫型止盟1 0:亙� ITヨ

図 3 S A S 法の例

3. 3 我々 の 手法 ( M A 法) (2) 

こ こ に 提案 の 手法 は 木形 ア ル ゴ リ ズ ム で は な い の で， マ ッ プで直接説明 で き る 。 本章 の 例 で使 っ て

い る / の マ ッ プ は 図 4 (a)の よ う に な る 。 但 し ， Cl に 含 ま れ る セ ル を 1 で， C2 に 含 ま れ る セ ル を 2 で ・ ・ ・
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と い う よ う に 表現 し て い る 。 ま ず， F = φ (空集合)

と し て お く 。
そ し て ，

(1 )  各 キ ュ ー ブ Ci ( i = l， 2， … ，  r ) の 最大番号 の 基

本 キ ュ ー ブ Ci， ma を 求 め る (但 し ， 本例 で は r =
6) 0 f の 例 で は 図 4 (a)の P で示 し た セ ノレが各 c の
最大番号の 基本 キ ュ ー ブで あ る 。
(2) 最大番号の 基本 キ ュ ー ブ の 集合 { Ci， ma } の う

ち CM と の 距 離 が 最 も 小 さ い も の を 選 び 出 し て
{ Cmax} と す る 。 { Cmax} の 基本 キ ュ ー ブ を 含 む元 の

キ ュ ー ブの 集合 の 中 か ら 体積最大 の も の を 取 り 出 し

て (複数個 あ れ ば， 任意 に 一 つ 選 ん で、) C，。 と す る 。

い ま の 例 で は (2)の { Cmax} は { 4a， 3a， 2a} ， こ れ

ら の 基本 キ ャ ー ブ を 含 む 元の キ ュ ー ブ は C. ， C3 ， C2 
で あ る 。 こ の 中 で 体 積 最 大 の も の は C2 二

111-0.11-0.10.， Co = C2 と き ま る 。

(3) Co を 関数 / の 主項 に 拡大 す る 。 拡大 し た キ ュ ー
ブ を Co と し て ，

(4) Co を F に 加 え る 。 / ⑥Co を 新 た に f と す る 。

/ ヰ φ な ら (1)へ， f = φ な ら ， S T O P 。

本例 で は co = C2 = 111-0.11-0.10. を (3) で拡大 す る

が ， こ れ 以 上 大 き く な ら な い 。 (4) で Co =

111-0.11-0.10. を F に 加 え る 。 / ①G の 結果， Co と 交

X. 0 X ， X 2 
。
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( b )  f ⑨ C oの結果

図 4 我々 の 手法 ( M A 法) の説明 図

わ ら な い C3 ， C. ， Cs は 前 の ま ま 変わ ら ず， Co と 交わ る C1 と C6 は そ れ ぞ れ， C' 1 = lO.O.-1O.O.-O.10.， C'6 = 

10.0.-0.11-10.0. と に 変わ る 。 こ れ ら の キ ュ ー プ集合 を 新 た な / の し て ( 図 4 (b)， 但 し ， C' r ，  C'6 の セ ル

を 1 ， お よ び 6 で表 し て い る ) ， 再 び， (1) に 返 り ， 同様の 手JI闘 を繰 り 返 す と ス テ ッ プ(4)の C。 と し て ，
C. 二 0.11-110.-0.0.1 が 求 ま り ， こ れ を F に 加 え る 。 以 下 同 様 に し て ， あ と の 4 つ の キ ュ ー ブ
0.10.-0.0.1-0.0.1， 10.0.-0.11-10.0.， 10.0.-10.0.-0.10.， 0.10.-10.0.-10.0. がJI員次 F に 求 ま っ て き て ， 本例題の 分離加法

形式 を 形成す る 。
な お ， 上記 3 つ の い ずれ の 方法 も 関数 を 与 え た と き ， 一旦， 併合 を 前処理的 に 行 う こ と が あ る 。

4 . 時間計算量

4. 1 M A 法の手数 について

ρ 値入力， 変数の 数 を n ， 初 め に 与 え た ( あ る い は ， 併合 を 行 う と き に は ， 併合後 の ) 関数の キ ュ

ー ブの項数を ヘ 得 ら れた 分離加法形の 項数 を q， kr ， k;. ，  k;. ，  . . ・ ら ， そ れ と h を 定数 と す る 。
ま ず， 併合が あ る 場合， こ れ は 初 め 一 回 だ け で， M A 法 で は 他 の 処理時間 と 比べ て 小 さ い の で無視

し て よ い 。 そ こ で， M A 法の ス テ ッ プ(1)か ら (4 ) ま での処理に 対 し て は 次 の よ う な 手数が考 え ら れ る 。
a ) 各 キ ュ ー ブ C ( i = 1， 2， … ， r ) の 最大番号の 基本 キ ュ ー ブ， Ci， ma を 求 め る 手数 : k1 nρr ( こ の
こ と は ， 一つ の キ ュ ー ブの 最大番号の 基本 キ ュ ー ブ を 求 め る に は n 個 あ る 成分の そ れ ぞ れ に お い て ρ

ビ ッ ト を 調べ て l で あ る ビ ッ ト の 一番右端の 1 だ け を 残す操作が必要でト あ る こ と か ら 出 て く る 。 )

b ) 各 Ci， ma と CM と の距離の計算 の 手数 : ι ゅr
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c ) 最大番号 の 基本 キ ュ ー ブの 集合 { Ci， ma } の う ち � と の 距離が最 も 小 さ い も の を 選び出 し て { Cmax} 

と す る た め の 手数 ( ヒ ー プ法 を 使 う ) : ゐ r log2 r 

d ) { Cmax} の 基本 キ ュ ー プ を 含 む体積最大 キ ュ ー プ G を 主項 に 拡大す る た め の 手数 : k4 npr 

e ) 関数 f か ら G を デ ィ ス ジ ョ イ ン ト ・ シ ャ ー プ演算で取 り 除 く た め の 手数 : k;， npr 

結局， 分離加法形の項が一つ 求 ま る ご と に a ) � e ) を 1 回繰返す の で， 全体の 手数 は

全体の 手数 = kゆ� 00 
に な る 。 但 し ， c ) の ん r log2 r は n が大 き い と き は 無視 し で も よ い し ， 例 え ば， 2 値入力関数の場合

に は ， n が 9 か ら 12で初 め の 項 の 数 r が100�700 の よ う な値 に な る ∞の で， log2 r を 近似的 に n と 等 し

い と お い て も よ い と し た 。 ま た ， 厳密 に は ， r の 値 は 分離加法形の項が一つ 求 ま る ご と に 減 っ て い く

( ふ え る 場合 も あ る ) と 思 わ れ る が， 簡単 の た め 同 じ と し て い る 。

4. 1. 1 2 値入力 の 場合 に つ い て 関 数 は 乱数 を 使 っ て 最小項 で発生 さ せ て い る と 考 え る 。 ま ず， 2 

値入力 の 場合， 分離加法形 と し て ， 最 も 項 の 多 い 関数 は 図 5 ( a ) で示 し た 例 の よ う に ( カ ル ノ ー 図

でか く と ) 交互の セ ル で 1 (true) と な る 関数で， 項 の 数 は 2n- 1 あ る 。 こ の 関数 は 初 め に 与 え た 関数の

キ ュ ー ブの 項数 r も ， 併合後の 項数 も ，

最後 に 求 め る 分離加法形 と し て の 項数 q

も 変 ら ず
r = q = 2n- t ， 従 っ て ， M A 法 の 手 数 は 式

(2) よ り ， 砂n (2n- 1 ) (2nー 1 ) = kpn (4n- 1 ) で 0 1  
お さ え ら れ， O ( n4n) で増加す る と み ら

れ る 。 実際我々 が発表 し た 2 値入力 2 値

出 力 関数の 実験結果 は 変数 の 数 n が 1 つ

ふ え る ご と に 4 倍ず つ 増加 し て い る (2)。

4. 1. 2 ρ 値 入 力 の 場 合 に つ い て
例 え ば， 4 値入力 の 場合， 分離加法形 と

し て 最 も 項数の 多 い 関数の項数 は ， 一変

数で し 2 変数で 4 ， 3 変数で16 ( 図 5

(b)， (c)， (d) は ， そ れ ぞれ， 1 変数， 2 変

数， 3 変数の そ の よ う な 関数の例で， こ

れ ら の 関数の ど の O の セ ル を 1 に 変 え て

も 分離加法形 と し て 項数は 減 り こ そ す れ，

ふ え は し な い ) で， す な わ ち ， n 変数で

p n- 1 と な る 。 従 っ て ， M A 法 の 手数 は 式

(2) の T と q に βn- 1 を 代 入 し て ， kn，ρ 

X .  
X ， X .  0 1 X l  

X .  
X l  0 1 2 3 

(8) 2値3変数 (b) 4値 1変数 (c) 4値2変数

X .  
x 

。 2 1 
X l  
0 

i "" ù 
2 3 o 1 2 3 o 1 2 3 o 1 2 3 

1 1 0  。 。 。 。 。 1 1 0  。 1 1 0 。 1 1 0 。
。 1 1 0  。 1 1 0 。 。 。 。 。 1 1 0  。 1 1 0 
。 。 1 1 0 。 1 1 0  。 1 1 0 。 。 。 。 。 1 
。 。 。 1 1 0 。 1 1 0 。 1 1 0 。 1 1 0 。 。

1 
2 
3 

(d) 4値3変数

図 5 項数が最 も 多 い 関数の例

(p n- 1 ) (pn- 1 ) = 砂n (ρ2n-2 ) でお さ え ら れ， n が大 き い と き ， 0 ( np2n) で増加す る と み ら れ る 。

表 1 は 4 値入力 2 値 出 力 関 数 に つ い て の 計算例 で あ る 。 関 数 は 乱数 を 使 っ て ， true と な る 最小項 の

数が真理値表濃度 d を ， 0 . 2， 0 . 5， 0 . 8 に な る よ う に発生 さ せ た 。 各々 に つ き 10個 ず つ 計30個 の 関数の

平均値 に つ い て 示 し た も の で あ る 。 M A 法 で は 変数の数 n が 4 ， 5 ，  6 の と き ， 分離加法形の 平均項

数が そ れ ぞれ37 . 20， 143 . 87， 552 . 47， 平均計算時間 (m s ) が196， 2988， 50623 に な っ て い る 。 す な

わ ち ， 項数 は 約 4 倍ずつ ， 計算時間 は 約 16倍ずつ ふ え て お り ， 項数が O (pn) ， 手数が O ( np2n) で増加

す る で あ ろ う と い う 上の 推測 と よ い 一致 を 示 し て い る 。
4. 2 木形ア ル ゴ リ ズムの手数について

木形 ア ル ゴ リ ズ ム の 手 数 に つ い て は ， 各部分木 を 作 る 手数， す な わ ち ， 分岐点 での 関数の項数の 総
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表 1 四値入力二値関数 に つ い て の計算例

分 離 加 法 形 の 項 数 平 均 計 算 時 間 (CPU -TIME : .8 ) 
変 数 の 併 合 後
数 n の 項 数 S A S 法 D T 法 M A 法 S A S 法 D T 法 M A 法

併 あ 4 38 . 47 42 . 13 40 . 40 37 . 20 67 77 1 96 

合 り 5 1 52 . 87 1 7 4 . 93 1 57 . 87 143 . 87 881 949 2988 
6 590 . 87 705 . 20 6 1 3 . 87 552 . 47 1 3725 1 4264 50623 

併 な 4 1 3 1 . 80 56 . 60 40 . 47 37 . 47 1 4  7 8  289 

合 し 5 5 1 2 . 53 228 . 73 1 6 1 . 20 145 . 60 72 5 1 5  501 1 
6 2055 . 53 906 . 47 624 . 80 557 . 93 333 3424 90468 」一 一 一一

n =4- 6 に つ い て は 真 理 値 表 濃 度 0 . 2 ， 0 . 5 ， 0 . 8 各 5個 ず つ ， 計 15個 の 関数 の 平 均 値，

併 合 な し の 場 合 は 併 合 後 の 項 数

和 を 算 出 す れ ば求 ま る と 思わ れ る 。 図 5 の 関数 に つ い て こ れ を 算 出 し て み る 。

4. 2. 1  D T 法 の 木 の 項 の 総数 D T 法で は 例 え ば 4 値 3 変数の 関数 ( 図 5 (d)) の 各分岐点 で の 項

数 は 図 6 の よ う に な る 。 す な わ ち ， 初 め に 16個 あ っ た 項 は あ る 一つ の 変数の値 0 ， 1 ， 2 ，  3 の 各分

岐 で そ の 1/4 に 減 り ， 更 に 他の変数の値 0 ， 1 ， 2 ，  3 での 各分岐で l 個 に な っ て し ま う 。 項 の 総数 は

16 + 4 ・ 4 十 1 ・ 16 ニ 3 ・ 42 と な る 。 一般的 に い っ て ， ρ 値 n 変数関数で は 初 め の p n- l 個 の 項 は 一 つ の

変数の 分岐 ご と に 1/ρ に な り ， n - 1 回 の 分岐で 1 個 の 項 に な り そ れ以上分岐 し な い 。 ま た ， そ う い う

分岐点 の 数 は 初 め は 1 個 で 1 回 の 分岐 ご と に ρ 倍づっ ふ え る 。 し た が っ て ， 初 め の 分岐点， つ ま り ，

根か ら 同 じ 深 さ の 分岐点 の 数 と 分岐点 で の 項 の 数 の 積 は 常 に p n- l と な り ， そ れが n - 1 個 あ る こ と

に な る か ら ， 木全体の 分岐点 で の 項 の 総数 は npn- l と な る 。

4. 2. 2 S A S 法 の 木 の 項 の 総数 図 7 ， 図 8 は S A S 法の 4 値 3 変数の 関数 ( 図 5 (d)) の 木 で あ

る 。 図 8 一番上 の マ ッ プが初 め の 関数で16個 の 項数が あ る 。 そ れが マ ッ プ一番左上隅の キ ュ ー プの④

演算 の結果A 1 ， A 2 ，  A 3 の 各校 の マ ッ プの網掛 け の 部分 に 分岐す る 。 A 1 ， A 2 ，  A 3 の 各枝の

項数は そ れ ぞれ12， 3， 0で同 図 に 示 し で あ る 。 A 1 の 12個 の項 は マ ッ プ上か ら 2 行 目 左か ら 2 列 目 の

1 の キ ュ ー ブの①演算 の 結果 B 1 ，  

B 2 ，  B 3 の 各校 に 分か れ る 。 枝の

そ れ ぞれの項数は 8 ， 3 ，  0 で B 1 ，  

B 2 に つ い て は マ ッ プの 網掛 け で示

す。 A 3 や B 3 の よ う に 項数が O 個

の 枝 は 点線で示す。 B 1 の 8 個 の 項

は マ ッ プ上 3 行 3 列 自 の 1 の キ ュ ー

ブの①演算 の 結果 C 1 ， C 2 ， C 3

の 各校に 分岐 し ， 各項数 は 4 ， 3 ，  

O で C 1 ，  C 2 に つ い て は マ ッ プの

網掛 け で示 す。 C 1 の 4 個 の 項 は マ

ッ プ上 4 行 4 列 目 の 1 の キ ュ ー ブの

①演算 の 結果 D 1 ， D 2 ， D 3 の 各

枝 に 分自主 し ， 各項数 は 0 ， 3 ，  0 で，
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図 6 D T 法の本の 各分岐点での項数
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図 7 S A S 法の 各校での項数の例 ( そ の 1 ) 
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枝 の 数字 は 項数
点線 の 枝 は 項数 0

図 8 S A S 法 の 各枝での項数の例 ( そ の 2 ) 
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D 2 の 3 個 の 項 は 更 に E 1 ， E 2 ， E 3 の 分岐 を 生 じ ， E 2 は F 1 ， F 2 ， F 3 に 分岐 し た 項数が 1

ま た は O で， ょ う や く 図 7 の 最左端方面の 部分木の 枝 出 し が終 る 。 途中 の A 2 ， B 2 ， C 2 の 各校に

も 3 個 の 項 が あ る の で， D 2 以下 の 部分木 と 同 じ 木が こ れ ら に も で き て ， 木が完成す る 。

項 の 総数 は 16 + (4 + 8 + 12) 十 4 ・ ( 1 + 2 + 3) ニ 43- 1 + (3 - 1) ・ 43-2 ・ ( 1 + 2 + 3) = p n- 1 + ( η - 1) • p n-2 . 

( 1  + 2 + 3 + (ρ - 1) )  ， イ旦 し ， n = 3， ρ = 4 で あ る 。
ま た ， 図 9 は 4 値 4 変数の場合 の 項数の 最 も 多 い 関数 の木の例で あ る 。 初 め ， 44ー l 二 64 個 あ っ た 項

は 一連の①演算 の 結果図 中 A ， B ，  C ， D で示 し た 分岐 を 生 じ 一番左端の 枝 を た ど る と ， 48， 32， 16 

の項がで き る 。 更 に ， D の 16個 の 項 か ら む と 記 し た 鎖線で囲 ん だ部分木がで き る 。 こ の 中 を み る と ，

分岐点 E ， F ，  G での項数が そ れ ぞ れ12， 8 ， 4 ， そ れ と 分岐点 H ， 1 ，  J で の 項数 3 ， 2 ，  1 が あ

り ， こ の H ， 1 ，  J と 同 じ 部分木が TD の 中 の他の 3 個所の黒丸を つ け た 分岐点以下 に で き る の で， 九
の 項 の 総数 は 12 + 8 + 4 + 4 ・ ( 3 + 2 + 1) で あ る 。 と こ ろ が， TD と 同 じ 部分木が分岐点 A ， B ，  C の そ れ

ぞ れ の 左端 の 枝 を 除 い た 三 つ の 枝 か ら で き る 。 結 局 図 9 の 木全体 の 項 数 は 44ー 1 + 48 + 32 + 16 + 4 ・

( 12 十 8 + 4 + 4 ・ (3 + 2 + 1) ) = 44- 1 + (4 - 1) ・ 44-2 ・ ( 1 + 2 + 3) = ρ n- 1 + ( n - 1) .p n- 2 ・ ( 1 + 2 + (P - 1) ) ， {1:3_ 
し ， n = 4， P = 4， と な る 。 以上， ρ 値入力 n 変数関数 の 木 の 項 の 総数が最大 p n- 1 + ( n - 1) .pn-2 ・ ( 1 + 

2 + ・ ・ ・ + (ρ - 1 ) ) に な る こ と を

ρ = 4 で， n = 3， 4 の 関数の場合で示

し た が， 一般 に も 成 り 立つ 。 ま ず，

与 え ら れた 項数が f一 日 こ れが連続

し た ρ - 1 個 の キ ュ ー ブ の ① 演 算

に よ り ( ( ( ρ  1 )  + ( ρ  2 )  + ・ ・ ・ +

1) /ρ ) ・ ρ n- 1 の 項 を 生 じ ， ( 1/ρ ) • 
pn- 1 の 項 か ら ま た 連 続 し た ρ 1 

個 の キ ュ ー ブ の ① 演 算 に よ り

( ( (ρ 1 ) + (ρ 2) + ・ ・ ・ + 1 )  /ρ ) ・

( 1/ρ )  • p n- 1 の項 を 生 じ (但 し ， こ

の よ う な 分岐点 は 木の 中 に ρ 箇所で
き る ) ， 更 に ， ( 1/ρ ) 2 .pn- 1 の 項 か ら

引 き 続 き ρ - 1 個 の キ ュ ー ブ の ①

演 算 に よ り ( ( ( ρ - 1 ) + ( ρ -
2) 十 ・ ・ ・ + 1) /ρ ) ・ ( 1/ρ ) 2 . ρ n- 1 の 項

を 生 じ る (但 し ， こ の よ う な 分岐点

は 木の 中 に ρ2 箇所で き る ) 。 結局 こ

の よ う な こ と が ρnー 1 を ρ で割 っ て
1 に な る ま で， つ ま り n - 1 回行わ

れ， 項数の総計は 上記で示 し た 値 と

な る 。
4. 3 木形 ア ル ゴ リ ズ ム の 手 数 に

ついて

図 9 4 値 4 変数の 場合で項数の 最 も 多 い 関数の S A S 法 に
よ っ て で き る 木

一 つ の 項 に つ い て の 手数 (処理時間) は 変数 の 数 n と ， 成分の ピ ッ ト 数， つ ま り ， ρ の 積 に 比例す

る の で ， D T 法 の 手数 は ゆ . npn- 1 で押 さ え ら れ， S A S 法の 手数 は ゆ ・ ( n - 1) p n-2 ( 1 + 2 + ・ ・ ・ +
(ρ - 1) )  + ゅ .pn- 1 で押 さ え ら れ る 。 手数の オ ー ダー は n が大 き い と し て ， D T 法， S A S 法 と も に O

( nヲ n) と 考 え ら れ る 。 し か し ， D T 法 で は 合成過程で併合操作が あ る の で， S A S 法 よ り い く ら か手
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数が多 く な る 。 そ う は い っ て も ， 初 め に 関数 を 与 え た と き に 行 う 併合の 手数が npn- l .pn- l に 比例す る
の に 対 し ， 合成過程での 併合操作 の 手数 は 大略 (ρ M ・pn- l ) jρ に 比例す る の で十分小 さ い手数だ と 思
わ れ る 。

4 値入力 の 場合手数 は O ( η24n) で， 変数の 数 n が 4 ， 5 ，  6 と 変化 し た と き ， お お よ そ ， 4 倍ず つ
計算時間がふ え る こ と に な る が， 表 1 の併合 あ り の 場合の D T 法， S A S 法の 計算時聞 は と も に 約 15
倍ずつ ふ え て い る 。 こ れ は 初 め の 併合 の た め の 計算時間 に 対 し ， D T 法， S A S 法 自 体の計算時間が
非常 に 小 さ く こ れ に う も れて し ま う か ら で あ る 。 併合の た め の 計算時聞 は項数の 自 乗 に 比例す る 。 実
際， 表 1 で は n が 4 か ら 6 と 変化 し た と き ， 初 め に 与 え た 関数の 平均項数 ( あ る い は 表 1 の併合後の
項数で み て も ) が 4 倍ず つ ふ え て お り ， 結局16倍 ず つ 計算時聞がふ え る も の と 思わ れ， 計算結果 は 妥
当 な も の と 考 え ら れ る 。

表 1 で併合 な し の 場合 の 計算時間 は 変数 の 数 n が 4 ， 5 ，  6 と 変わ っ た と き ， D T 法で は 約6 . 6倍ず
つ ふ え ， S A S 法で約 5 倍ず つ ふ え て い る 。 n の 値が 4 か ら 5 に 変わ っ た と き ， お よ び， 5 か ら 6 に

変わ っ た と き の 手数 nヤn の 比 は 6 ， お よ び， 5 . 8 で あ る 。 少 し お お ま か で は あ る が， 手数 に つ い て の
上 の 推測値 O ( n2ρ n) が， 妥 当 な も の と い え よ う 。

4 . 結 宮音1::・

n 変数 ρ 値入力 2 値関数 を 分離加法形式 で表現す る 3 つ の 手法， (我々 の ) M A 法， (決定木 に よ る )
D T 法， (笹尾 の ) S A S 法 の 手数， つ ま り ， 時間計算量 を 理論的 に 求 め た 。 い ずれの手法 も 手数 は 関
数の も つ 項 の 数 に 関係 す る の で， 手数の 上 限 を 与 え る 項数の最 も 多 い 関数 に つ い て検討 し た 。 n が大
き い と き ， M A 法 の 手数 は O ( nρ2n) と み ら れ， 木形ア ル ゴ リ ズ ム で あ る D T 法 と S A S 法の手数は と
も に o ( n2p2 ) と な る 。 こ れ ら の推測値が妥 当 な こ と を 実験値 と 照 ら し 合わ せ て 示 し て お い た 。 実際 に
も ， M A 法 は ， 一般の 関数で変数が増加す る と ( 2 値入 力 の 場合 な ら ， n が13以上で) ， 非常 に 時間が
か か る よ う に な る 。 し か し ， 項数が少 い 関数で は 逆 に 多変数で， D T 法 よ り は る か に 早 く 分離加法形
式が求 ま る 。 従 っ て ， 多変数の 関数 を 扱 う 場合 に は ， D T 法で項数の小 さ い 関数 に 分割 し て い き ， 項
の 数が m個以下 に な っ た ら ， M A 法 で分離加法形式 を 求 め る MA-D T 法 は 精度， 計算時間 の 両面か
ら み て ， 優 れ た 方 法 で あ る 。 こ の と き ， n に 対 し て m の 値 を ど の よ う に 決 め れ ば最適か と い っ た 問題
が生 じ て く る が， そ れ を 考 え る 上か ら も ， こ こ で行 っ た 時間計算量 の 変数の 数 n へ の 依存性の み な ら
ず， 関数の も つ 項数 r へ の依存J性の検討 も 必要 か と 思 わ れ る 。
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On the t ime  Comp lex ity of M ethods to Der ive the D isj o i nt 
D isj u nct ive Form of Logica l Express ions. 

Hideo MA TSUDA， Takashi MIY AGOSHI and Toyomasa HA T AKEY AMA 

In this paper， we deal with the time complexty of ( our) MA method， ( SASAO's) SAS method 

and (CHAN 's) DT method to derive the disj oint disjunctive form of a binary function with 

ρ -valued input . The t imes complexity of MA method is derived directly by estimating the 

number of trouble expended on each step of the algorithm for one of the function which has the 

maximum number of terms in the case of n-variables. That of SAS method and DT method 

which belong to tree type algorithms is derived by enumerating the summation of the number of 

terms at each node of those trees for the same function. The following time complexities are 

shown : for MA methode， 0 ( np 2 n) : both of SAS method and DT method， 0 ( η2ρ n) . 

〔英文和訳〕

論理式 を 分離加 法 形 式 で表 す 手法
の 時間 計算量 に つ い て

松田 秀雄， 宮腰 隆， 畠 山 豊正

ρ 値入力 2 値関数 を 分離加法形式 で表 す 3 つ の 方法， ( 我 々 の ) M A 法， ( 笹尾 の ) S A  S 法， にHAN

の ) D T 法 の 時間計算量 を 求 め て い る 。 M A 法 の 時間計算量 は ， n 変数の 関 数で一番項数 の 多 い 関数

の 一 つ に つ い て ， ア ル ゴ リ ズ ム の 各 ス テ ッ プで必要 な 手数 を 直接求 め て 算 出 し て い る 。 D T 法， S A  

S 法 の 時間計算量 は ， こ れ ら が木形 ア ル ゴ リ ズ ム な の で， 同 じ 関数 に つ い て 各分岐点 で の 項 の 総数 を

算 出 す る こ と に よ り 導 い て い る 。 結果 は ， M A 法 で は O ( np 2n ) ， S A S 法， D T 法 で は と も に O ( η2p n )

と な る 。
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