
非線形システムにおける積分曲線決定に関する

パーソナルコンビュータ利用について

* 堀 田 之 孝， 中 川 孝 之

緒 言

自然界に起る振動現象の大部分は非線形振動で， その振動の限ぎられた範囲内で特性の線形化を行
い， 線形振動を基礎とし， この組み合せでこの振動を取り扱ったものが多く， 解析的方法による一般
的な解法は無い。 したがって非線形振動に関する諸問題は， その都度， その解法は多様化して いるの
で， 種々の方法がある。

ここでは， 一般に良〈知られた油圧駆動系に生ずるStickSlip現象と， 電気工学上良〈知られた
Van der Polの式の解曲線等の例をあげ， 従来用いられている方法の慨略L 筆者等の提案するコン
ビュータ利用による方法について のべる。 例にあげる何れ の現象もその動作方程式は， 非線形微分方
程式となり， ルェナールの作図法および拡張したこの方法により近似解を求めるうるが， 何れの場合
もその作図の手続が複雑で、あり， 解は 定 性的で、定量的には不十分で、ある。 しかし， この作図の慨念を
基礎として， この手続をコンビュータを利用し， Xyプロッタ上で行なわせると ， 作図の場合より迅
速に比較的な確な 解がえられること がわかった。

この報告は， この考え方と その例について のべたものである。

1. 二三の非線形微分方程式と図式解法の慨念

まず， 油圧駆動系の例として ， 油圧i原， サービス弁， 管路， ピストン， シリンダ， 及ぴ摩擦面上を
運動する負荷からなる機械系を考える。 系の動作方程式は， つぎに示す流量一圧力特性方程式と系の
慣性負荷の方程式とで表 さ れる。 ここで方程式 中の各種パラメータの詳細な説明は省略する。 これら
の二式は

め， dP P 
2A-_-+βGーニα(θ)♂s(ρ一一) (1) β:油の圧縮率 G:動作にあずかる油の全容積見a\; ，- - dt -， -， . - -，� P s 

ax dx r1玄
M -τ+f(一一)+F 一一= APa\;" 'a\; ' a\; 

2A 2 γLA p 
(2) M=Mn +-:-γ( -----=-=-一二)，

υ A; g 
F =担些ぷ-

A �g 

と 書ける;
1)この系物作方程式は連立非線形 微分方程式で，r1X この解を位相平面v-P面に 求めるため ，

V=瓦と おいて， 式(1)をつぎのように変形する

dP 1 ( ， �， ""' a ( 8) 一= _: {α( 8)ρ点�- U';;_ P-2A V} dt BG 、1's

* 東京芝浦電気K.K_

(3) 
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ま た，式(2)は
tN l  一二一{ AP-f(V)-FV} at M (4) 

(5) 

となる。
式(3)，(4)よりも tを消去して，変形すると

+ a(8l_ P _豆8) ffs 
dP 2M 2AゾPS - 2A 
rN 民 1P-7i{FV+f(V)} 

がえられる。
いま，Liénard の図式解法を用いるため，変数変換を行なってVの次元をPの次元に等しく しなけ

ればならない 。そのため には， m=/2lVI7声とし，V=V/mなる変数 V l(kg/cm2) を用いる。 この変
数変換によって，式(5)はつぎのように書ける。

Vr+Hl(P) 
P-H/V 1) 

dP 
rN1 

( 6 ) 

(7) 
ma(8)一 mr(θ)P � H1(P)=一一一一-P 一一一一- /P
2A ffs - 2A 

v 
- S 

ここで、

民ト ( 8) 

V1Kg/cm2 

LC R悶路

作図の原理

Bl Al �-ーで司、-
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Dl 

図-2

図 1

。

何回HO\
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である。
つぎに，図-1に示すV1-P面上に二つの曲線Vl=
H1(P)， P=同(V 1)を書き，V1-P面上の任意の点

�を通り縦横軸にそれぞれ平行な 線を引いて，これら
が二曲線と交わる点をそれぞれ Bl' C1 とする。長方
形 A1B凡D1の対角線D1A1に垂直な微小線分ξ可
は，A1を通る解曲線の点 A1 を通る勾配をあた える。
つぎにこの勾配上に線分へ�を求め， 点A2を定める。
さらに A2点、で、A1 点において 求め た ものと同様に�

を通る解曲線の勾配を求め，A3を定める。以下このよ
うな作図を繰り返すことによって近似解曲線が求めら
れる。

ここではこの手続き をパーソナルコンビュータを利
用して 行なうことにし，そのプログラムを付録-1に示し，
そしてこの演算例を3項において 示す 。

つぎに，図-2の負性抵抗を含むLCR回路において，こ
の回路に流れる電流方程式は， キルヒホッフの法則から得ら
れ，その式を変形すると，Van d er Polの式となる。すなわ
ち，

(9) 
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Li+Rωi+ : fidt= 0 (瑚
ここで1 = axとし， jiIjj-式を書きかえると，

叶(一刊ZIMJr2X2)云+

1 -X =II 
LC 

)
 
-l

 
(

 

となり ， さ ら 山 �L ' 任r oニε ，

a=d ， および a f= βとし， 主= xと

おけば，

文一ε(1-2βx-x2)云+x=o
ε>0 (12) 

となる。 ここで β = 0となるとき， 良く知られている

Van d er Pol の式となる。

次に， X=yとおき 式(12)を書きかえると， つぎのよ

フになる。

. dy xdz-ε(1-2βx-x2)x+x=0 

dy 
ァ=ê(1-2βx-x2)--=-

dx Y 

(13) 

)
 
Aa­-(

 

式(1�についても， 前と同様な作図法を用い解曲線を

求めることができる。 すな わち， 前例のように コン ビ

ュータを利用して， 作図をするプログラムを付録 2 
に示す。 またこの場合の演算例についてもまた3. 2項

でのべる。 この場合， コンビュー タ用プログラム作成

のための流れ図は紙面の都合で省略する。

その他， CR発 振器， flip-flop 現象は電気工学上の

非線形 振動の例として良〈知られている。 これらの動

作状態に対する解析もまた， 電気回路の 性質から動作

方程式が定まるので， 同様な方法で動作状態を知るこ

とができる。 ここでは， これらの動作方程式に対する

詳細な説明は省略し， あとで示すように， コンビュー

タによるこれらの式を吟味する都合 からこれらの動作

方程式の一般化方程式(15)， (16)， (17)および(18)で示す。

2. 流れ図とプログラム

E=l 'ro 20 

図 -3

2. 1 Stick Slip現象
コンビュータに用いるプログラムを作るための流れ図の略図をStick Slipの例についてのみ示すと，
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図-3で表 わされる。 この図にしたがって作成したプログラムを表示すると付録一 1となる。

つぎに付録←lの行番号に注目して， その作業の大田各を説明する。 10-190横軸， 縦軸を画き， 縦座

標の目盛数， 及び圧力 Pkg/cm2と， 横座標目盛および速度 V(kg/cm2) とを画く。 なおこの図面は， L'i­

enard法によることを表示する。 200-260において， 入力の定義と流量圧力特 性と， 摩擦特性曲線と

を表示する。 1000-1100は二次式(微少速度に対して)と三次式(比較的速度大に対して)とで摩擦特 性

を表 わすことと， かっ計算範囲を指定する命令とである。 15 00-2080は流量圧力特 性を一次式で 近似

した計算と， その範囲の指定をしている。 250 0-255 0はデータ a， b， mの値を図面上において定め

た位置に記録させる命令であり， さらに また， 4000-45 00は流量圧力特 性， 及び摩擦特 性を表わす曲

線の表示を， それぞれの曲線上にプリントし， 各曲線を区別するためのものである。 付録- 1参照
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きて， 従来の解曲線を求める慨念といちじるしく 異なる行番号は， 3010-3280までの行命令である。

しかし， 従来の慨念による等傾斜曲線群を用い， 解曲線を求めることも出来るが， この場合について

のプログラムは省略し， コンビュータによる等傾斜曲線群を求めたものも3項にまとめ図示する。 こ

の様な取り扱い方をすると， 計算結果を得た後で， 作図の作業が必要となるばかりでなく， 精度も不

十分であることは論ずる までもない。

2. 2 Van der Polの解曲線を求めるプログラム

この場合も2. 1項における 3000-3280 に示した解曲線作図の方法と同様な方法 (420-580は

類似している)で Van der Pol の解曲線が 求められる。 図 - 5 から見て明らかなようにリミット
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図-5 77ンデルポルの解曲線
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サイクルの大きさは 2より大きくなる。 これは行番号420 のRの値およびεの値の選び‘方によるもの

で， これらの値が小きくなればリミットサイクルの大きさが 2 に接近する。 したがって， 厳密には定

性的な解曲線の特 徴が迅速に求められるということで， 定量的にはこの方法は， ある意味で欠点を有

していると言 わねばならない0

2， 3 その他の例

2， 2項で示したプログラム中420ー と同様な方法によってCR発 振器， およびflipflop の動 作

を位相平面上で取り扱いうる。 すなわち， 真空管又はトランジスタのそれぞれの電圧の状態変化を電

圧であら わす平面上において考えられる。 そのプログラムは付録- 4， 5 に示し， これらの系の状態

の相対関係を表す図は， つぎの 3項に まとめて記す。 詳細な説明は省略する。

3， 演算例と その説明

3， 1 Stick Slip現象について
図-4 は， b =10， m = 1 とし ， aを 2， 15， 及ぴ1 .25と変化させてXYプロッタ上に画いた位相

面上の解曲線で， これらの図から流量， 庄カ特性曲線の勾配が大きい程， Stick Slipが生じやすし

この特性曲線勾配がゆるくなる程， 振動性が減少し安定点に向う解曲線となることが定 性的にわかる。

この事に対する詳細な説明はすでに特異点近傍の摩擦勾配と特性曲線の勾配との関係によるものであ

ることはすでにのべた;1}ここでは コンビュータを利用した解曲線についてのみ図示する。 又図-5 は

等傾斜曲線群を求めたものである。 この場合のパラメータの値は， それぞれ図面上に記した。
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3. 2 Van der Polのリミットサイクル

式(14)に注目し， Stick Slipの場合と類似の方法によるプログラムは， 付録一2， 3である。 行番号

45 0 -5 80までが， 前の3. 1 項でのべた， 3000 -3280に対応して， ルェナールの作図法の慨念を使用

している。

次に演算例として， (a)ε=0 .1， β= 0 としてXYプロッタを用いたものと (図- 5参照) (b)ε 

=0 .5， β=1としてディスプレー上に表したものと， プリンタを用いて記録した (図- 6)二つの例
を示す。 どの例についても 原点から十分はなれた位置を初期条件とした解は， 原点のまわりに考えら

れるリミットサイクルに収数し， 原点近傍の位置を初期条件とした解は， 原点(不安定点とし)のま

わりを発散しながらリミットサイクルの収飲する。 特に， (a)の場合， リミットサイクルの大きさは，

Eが小さいとき原点を中 心とした半径2なる円に接近する傾向がうかがわれる。 このととは良く知ら

れていることである。
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図 -6 ファンデルポールの解曲線
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3. 3 その他の例

3. 1 ，  3. 2の各項で示したように， ルェナールの作図法の 原理を拡張した方法を用い， CR発

振器， およびflipflop 現象にも適用できる。 この場合は位相平面として， 横軸， 縦軸に使用するこ

つの真空管電圧の値をあたえることになる。 この場合にはそれぞれの系の動 作方程式は， 一般的な式

で表わすと，

空翌三 =Ul+βRf( uz)- E 
dt 

および

(15) 生L =U2+ βRf( ul)- E 
dt 

(16) 

dUl 生乙 =uz十βRf( Ul)- E (17) -:;-::- =Ul+βRf( Uz)- E (18) 
dt 

-" ， {'J' �- �\-�I - ，..， 
dt 

となるように， 動作方程式を一般式に変換後; 2)
この取り扱いを行なうことになる。 ここではこの取り

扱いおよび， プログラムは， 3. 1 ，  3. 2の取り扱い方と同様なので， 省略し演算結果の図一7，

および図 8のみを示す。 すなわち， これらの解曲線は， E= 1 ， βR= 1 ， およびf( Ul)=( Ul+l) 3，

f( uz)=( uz十1) 3 として求めたものである。 ( 附録4 ， 附録5参照)

-4 

図 7 解 曲 線 図-8 解 曲 線

Fhu
 



富山大学工学部紀要第35巻 1984 

4. 総 括

非線形微分方程式で表 わされる機械工学 上の問題も， 電気工学 上の問題に対しでも， 現象に関係す

るパラメータの関数関係を用いて， それらの方程式が座標系の拡大， または縮小が可能である場合，

この方程式は簡単な形となり， パー ソナルコンビュータで取り 扱7ことが容易となる。 そして演算の

結果を状態平面(位相平面) 上に図示しうることを示した。 この事はこれらの諸問題をき わめて短時

間にその傾向が明らかになるので， 研究上パー ソナルコンビュータは大変有難い道具と考えられる。

さらに， 座標系の回転等を考慮した方程式についての問題と， 計算結果の精度に関する考察とは，

十分行なっていないので， 今後の問題としたい。
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On Using of the Personal Computer to Oetermining 

。f the Integral Curves in the Nonlinear Systems 

Nobutaka HORITA. Takayuki NAKAGAWA 

This report is explained to the method wich is described integral curves of the equations 

of motion in the nonlinear systems， and constructed the figures of th巴se curves on the phase 

plane. 

〔英文和訳〕

非線形システムにおける積分曲線決定に関するパーソナルコンビュータの利用について

堀 田 之 孝， 中 川 孝 之

この報告は， 非線形システムにおける運動方程式の積分曲線を画く方法の説明がされ， そして位相

面上にこれらの作図した図が示されている。

(1983年10月31日受理)
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