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ある非線形微分方程式の図式解法とその考察

明石 一九中川 孝之・大住 問。

The graphical method and the consideràtion for the solution 
of a certain nonl inear differential equation 

Hajime AKASHI・Takayuki NAKAGAWA・Tsuyoshi OSUMI 

The e quations describing the movement of the hydraulic driving mec hanism are got in the form of 

the simultaneous first-order differential e quations. 

This paper shows the method how the solutions of these e quations are graphically obtained in the 

phase plane applying Li énar d's method and the considerations of these results obtained. 

1 . はしがき

ある油圧駆動系に生ずる振動現象をあらわす基礎

方程式は， 二つの連立一階非線形微分方程式であら

わされる。 この解析の方法を位相商上において取扱

うとき， 現象に関係する変数相互の関係と， これら

の変数の時間的変化の有様が一見してわかり， 現象

を考察するのに便利である。

この位相平面上における解を近似的にもとめる作

図法に，(ì法 や Li énard 法など が ある。 これらの方

法は限られた形の微分方程式に適用できるが， 一般
的な場合には作図を行なうためにある工夫をしなけ

ればならない。

筆者らの油圧駆動系の ピストンの運動を取扱った

例では， 動作方程式はあとでのべるように， より一

般的な形をしている。それで，良く知られた Li énard

法をただちに利用できない。 そこで， このような例

に Li énard 法を拡張した方法を用いると， ある非線

形微分方程式の位相面上の解が図式的にもとまり，

また変数の時間的変化も簡単な計算から求められ，

業京大工

さらに系の動作の安定性を図式的に示されることを

報告する。

2. 微分方程式とその作図解を求める方法

さきにのべたある油圧系の ピストンの振動を明ら

かにするための運動方程式は， つぎの一般的な微分

方程式であらわされる。

生=a ，y- Q(x)O dt -"' .Y ( 1) 

b 金=-b，x + R(y)o dt - UIA I J.\. \Y ( 2) 

ここで， Q(x)=a2 F o(x)， R(y)= 均一bay， a o， a "  
…b o， b ， ……は定数で. F o(x)は x の多項式である。
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となり， ただちに式( 3)を満足する解曲線を位相平面
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上に求めることはできない。

いま，a o b，/b o a ， =m2とおき，X 三mx， Y=Y， b./b t= tt， 

b 3 Ib， = b， a2 I a ，  =ゐ としてxy平面の代りに X Y平
面を考え . この面上で式(3)は

d Y_ -X一(m b) Y+(m tt) _ -X -m t2 Y+m t， 
dX Y - t3F o(益)

-
Yー ゐ Fφ)

( 4) 

となる。 このとき， X Y面上の状況点変化の有様は

つぎの方法によってもとめられる。

xy平面上の特性をX Y面上に 写しかえ ると， 図 1

のように画かれ特異点 Sが定まる。

Y 

1.6 
X 

図 -1 作 図 法

また， この特異点の性質は， この点のt'3 F o' (寺) と
(古川崎によって， あとで考察するように，

特異点が安定点か不安定点， そして近傍での状況点

の特徴 (渦状点か結節点か) が理論的に定まる。

本節で作図方法のみをしめす。

すなわち， 図上九( X o ， Y o)より X， Y 軸に垂線を
/一一\ 一一一一一←

下し， これと曲線ABCDの交点をNo， 線分 RSTの

交点をM 。とし， 三点PoN oM 。を頂点とした矩形の対角

線百両は解曲線の接線に垂直である?)したがって，

p，(X " y ，)はPoO 。に直角な解曲線上の微小線分上に

定められる。 つぎにp，点においてP。点において行な

った手続きを繰返し行い， P2， P3，……点を求めると

POP，P2P3は近似解曲線となる。 そして， この図をも

とのxy面上に写しかえ ， もとめる解曲線が作図され

る。

一方， X Y面上の解曲線が定まると， この曲線上

を状況点が微小変化するに要する時聞が， つぎの関
係から求められる。

L ムYムt=b o b1 X+R(y ) =bo L ( 5) 
-�X 十R( Y)

ムY( 5)式において， 右辺の は， X Y面上-b，X+mR( Y) 
の解曲線上の微小変位をするに要する時間ムt oに等

しいから， 式(5)は
ムt=b omムt o (6) 

となる。 したがって， 解曲線上の各点を状況点が移

動する時刻が計算され， 方程式の変数と時間との関

係もまた図示することができる。 つぎに例をあげて

このことを示す。

3. 作図例

例1 :式( 3)においてa ob，/b o a ，  =m2= 1 ， Y -�千五(x)
b 2 b =yー 1 +(xー 1)ー (x-1) s，E -X -t y=会 -xー

をyとした作図例は図ー2の点線で示される解曲線とな

y 

3.2 

0.4 8 X 

図 - 2 作 図 例

り， また笠宮古古曲線近傍の折線A oBoCoD。と直線RST

とで定められる解曲線は実線で表される。 図におい

て，笠宮でtrとA oBoC oD。とは曲線の形が異なるが， 図

式的に求めたリミット サイクルおよび解曲線は， 両

者がごく接近して求められることがわかる。

例 2 :例 1 において， mが 0 .6，1. 0，1. 25，および1. 5
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のとき， mx=X， y=yとし，横軸を拡大縮小した 場

合の作図解をx.y平 面に写し換え ると図- 3 がえ られる。

Y 
3.2 

2.4 

0.8 

。 。.8 1.6 

一ー一一rn=0.6 
-一一一rn=1. 0
一一一rn=1.25
----rn=1.5 

2.4 x 

図 -3 mをパラメーターとしたリミットサイクル

図からmの値はリミットサイクルの形を変化させ，

ある値以上において特異点が不安定 渦状が安定渦状

点の特徴をもつようになる。 このことは， リミット

サイクルがmの値の増加にともなって消滅すること

を示している。また，x 軸の拡大，縮小の代りに y軸の

縮小または拡大から， この作図を行なった場合も図

- 3と同ーの曲線がえ られる。 すなわち， 軸の拡大縮

小は， 作図解に影響をほとんどあたえ ないことがわ

かった。

例 3 :以上の作図解の x， yの時間的変化が求める振

動解で， これを x-t， y-tの関係として図示すると，

方程式の変数の時間的変化がえ られる。 図 - 4 は m=

Y 
2 

図 -4 解の時間的変化

1.25 ， m= 1. 0 および、m= 0 .6の場合に関する図ー 3 の

解曲線に対して， 式( 6)の関係から数値計算を行なっ

て求めたものである。

以上しめした解は， 式( 1)， ( 2)であたえ られた微分

方程式において軸の拡大率mと図式解との関係を示

したものである。

例 4 :つぎに式( 3)において分子= 0 とした(b2/b， ) 

-x-(b3 /b， )y= 0 なる関係は，xy面上の直線RST

をあらわす。この直線の y軸切片は1.に比例し，b3に

反比例した値であり， さらにこの直線の勾配は b，に

比例し， b3に反比例して定まる。 これらの変数の変

化を考慮した解曲線の作図例を図ー 5， 図 6 に示す。

Y 
2.0 

0.4 

0.4 

tan8= (�) F'= -0.5 

1.2 1.6 x 

図 - 5 (a2/a ， ) F' を一定としb，/b3
を変化した時の作図例

0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 x 

図 - 6 b，/b3を一定としb2/b，
を変化した時の作図例

例 5 :次式を用いた例において， Runge-Kutta Gill 

法による電子計算機演算結果と作図法による結果を，
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mをパラメーターとして比較した。

b. ， b， t-x一( ;;: )y= 2. 07 -xー O.57y

y一号Fo(x)=y - 2 x3 +5.ザー 4仙一1.35

Y 
2.6 

2.4 

2.2 

2.0 

1.8 

1.6 
2.07-x-0.57y= 0 
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図 7 ( a) 図式解法例

2.2 

2.0 

2.07-x-O.57y= 0 

一- m=O.7 
一一m=O.87
一一-m=1.O 
ー- m=1.12 

一一- m=1.4 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 x 

図 -7 ( b) 電子計算機による演算例

図-7( a)は図式解法による結果， 図-7( b)は計算機

による結果である。 各 mの対応図形はその特徴がよ

く一致しており， mの増加につれて，xy平面解曲線

図形が 弛緩的から正弦波的となり， il成衰振動的とな

ることがよくわかる。 図- 8( a)( b)に m=O.5，1.12に

対応するx�t， y�tの作図による結果 (図- 8( a))と

計算機による結果 (図 8( b))を示す。

4. 考 察

これらの例に示した解曲線は， 何れも特異点ま わ

りの状況点の運動に着目している。 その運動の特徴

は， ききにのべたように特異点が安定(渦状点， 結

節点) か， 不安定(渦状点， 結節点) かによる特徴

から状況点の動作が推測される。 つぎにこのことを

ハU
nu
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Y 
2.5 

図 -8 ( a) 図式解法によるx�t， y�tの関係

x 

。 12 
ー一一ー一__L__

18 24 t 
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12 18 24 t 

図 8 ( b) 電子計算機による x�t， y�tの関係

検討する。

式( 3)および式( 4)の何れに対しでもこの特徴は変ら

ないから， ここでは式( 4)について取扱う。 式( 4)の線

形化方程式を考え る。 変数 Y= Y O+ムY， および，

X=Xo+ムXとする。そして， Xo， Y 。は午寺異点のf貨で、

ある。 式( 4)の線形化方程式は

d Y  ι日ムX+βムY
dX . y.ムX+ð'ムY

となる。ここで日=一1 ，β= -m tz， γ= -t 3F�(き)， 

および凡また日(す)は特異点 Xoにおける五号)

の微係数である。

特異点近傍の状況点の動作は， 特性方程式

λ 2 λ(β+y)一(að' βy)= 0 の根によって考察さ

れる。 すなわち，これらa， {J. y，およびSは， mお よ

(7) 

1i
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び、F�(寺)が定まると決められ， これらの値が定まる

と特異点近傍の状況点動作の特徴が表の区分にした

がって定められる。

(β r)' + 4 a8> 0 

(A)αSーβyくOのとき
{β+rくOのとき安定

β+r> 0のとき不安定
I 結節点

(B) α8-βr>Oのとき

鞍形点

(β r)' + 4 a8< 0 

(A)β+r=Oのとき

II 
J両，C;、点

(向くOのとき安定
(B)β+r宇Oのとき

β+1'> 0のとき不安定
渦状点

(β-1')' + 4α8=0 

皿 imoのとき安定
結節点

β+1'>0のとき不安定

表 状況点動作の特徴

つぎに， これらの関係を例に示したりミ ットサイ

クルにより， 図-9を用いて その動作の特徴と状I兄点

の運動について検討する。 (表参照)
-r 

4 

β-)'=-2 

4 
一β

4 

図-9 状況点の動作とα，β" y，δの関係

まず特異点 (Xo. YO)におけるYA(F�一定のとき

Y=一川(警))一定のもとで式(7)c7)β(=-舎)が

変るとする。 このことは図�9において不安定渦状点

領域上の点Aから安定渦状点領域上の点Bまで変化

することに相当する。このようなβの変化は図ー 5にお

いてリミットサイクルが戸の絶対値の増大とともに発

散渦状点動作から収数渦状点動作に変化し， ついに

系の動作は特異点に収倣し， 安定することを意味す

る。 またβ〔式(4)の分子= 0 とした式をあらわす曲線

勾配の逆数〕が一定(一0 .5)で， -y(式(4)の分母= 0

とした式に対し特異点における勾配〕が YNから

YMまで変化する。 これは図において前と同様， 線分

NM上を変化することに相当する。 何れも発散j晶状

点から収数渦状点に変化することになる。 これらの

動作の特徴 (不安定から安定)に変る限界は， 図-9

のβ+y=oの線分 で区別きれる。 なお， 他の曲線は

それぞれ状況点 動 作 の特徴がβ%仏および8によっ

て区別される境界をあらわしている。 さらに， これ

らのX Y面上においてのべた諸 関係は， xy面上にお

いても成りたつものである。

5. むすび

良〈知られているS法，Liénard 法で取扱うことが

できないような，ある非線形微分方程式について，その

図式解法を示し，そしてこの方法によって方程式に含

まれる諸係数の解に及ぼす影響を考察した。 その結

果， 解のもつ安定性は， 特異点近傍の線形化方程式

のもつ係数相互聞の問題として図式的な考察を加え

ることカ￡わかった。
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