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ア ナ ロ グ コ ン ビ ュ ー タ ー を 用 い た van der Pol  

の 式 の 解 に つ い て
Q が時 間 の 周期関数 で、 あ る 場合

疑

明石 ー ・ 中 川 孝之 ・ 高瀬 博文

On the S olut i ons  of van de r Pol  E quat ion wi th Anal og 

C omputer ，  on cond i t i on that Q i s  Per i od ic  Func t i on in  T i me.  
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Cons idering the non1 i n巴ar character i s t i cs  o f  e 1em巴nts i n  hydrou 1 i c s  system， w e  have  shown 
the fol l owing non1 inear d i f ferent ia 1  equation， which exp1a ins the mechani sm o f  s t i c k  s l  i p 
mot i on. 

:x- (ω-fd) +Q ( T)z=F( r) 

Then， for the purpose of understanding thi s， w巴 have solved the 巴xpe r imenta1 so lut ion with  
ana1 0g compute r. 

In thi s pape r， we have descr ibed the expe rilnenta1 resu1ts ，  and the mean ing o f  the so l ut i ons. 

1 . は し が‘ き

機械振動 と し て の ス テ ィ ック ス リ ッ プ は 、 油圧系 の
操作 シ リ ン ダ に よ く 生 ず る 現象 で 、 こ れ は 機械 の位
置決め に 支 障 を あ た え る 。 我 々 は こ の ス テ ィ ック ス リ
ッ プ の 動作機構 を 明 ら か に し 、 こ の 防止法 を 工夫 す
る 目 的 で こ の 動作 の 解析 を 試 み た 。

油圧系 の こ の 動作方程式 を 非線形振動論的 に 解 析
す る と 、 次 の 微分方程式 の 解 の 特徴 を し ら べ る 事 に
な る 。

d� [ 卜z一ペ( ω一子台土♂仲3
そ れ でで、我 々 は ア ナ コ ン を 用 い 、 種 々 の 条件 の も と に
こ の 式 の 演算解 の も つ特徴 を 明 ら か に し 、 次 に 実際

業 京都大 ・ 工学部

の 油 圧 系 に お け る 実験結果 と 比較 し て 、 機械系 の 動
作機構 を し ら べ よ う と 考 え た 。

こ の 報告 は ア ナ コ ン を 用 い た 観測結果 と 、 そ の 解
の も つ 意義 に つ い て 述べ た も の で あ る 。

2 . 動 作 方 程 式

油 圧 系 の 動作方程式 は 、 装 置 の 負 荷 質量 に 関 す る
運動方程式 と 、 操作 シ リ ン ダ に 流 れ込 む流量 と 圧 力
の 関係 を あ ら わ す つ ぎ の連立微分方程式 で あ ら わ さ

れ る 。
. .  d!x ， dx ，  . I dx\ 
巧戸+ 727+ f lU = SP( t )  

dx ， � " dv -kiop +kpi = 5一+ßo V ーとdt ' /-，o y Odt 

( 1 )  

(2) 
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こ こ で
M 慣性質量

泊 の粘性係 数

r (ま) 摺動面 の 摩擦カ
S シ リ ン ダ有効面積
p シ リ ン ダ内部圧力差

サ ー ボ弁電流
v. シ リ ン ダ容積
ßo 油 の 圧縮率
kio ， kp ， サ ー ボ弁 の 流量特性か ら 定 ま る 定数
z ピ ス ト ン 変位

い ま 、 式(1 ) 、 (2 )か ら 圧 力 p を 消去 し 生= 土 と し て 次1"' � '" -� dt 
の 式 が導 か れ る 。

ぷ + (出品 + 与) け 色担τ
M . ßo V. I � . Mßo V。

k ; n _ ， _ ， S kfJi + ，;';， Tl f(士) = ��P;T Mßo V.' \ ""/ Mßo V，。 (3) 

こ の 式 のf(主) は 摩擦 力 で、 f(土) を テ ー ラ 展開 し た 式
を 用 い 、 次 の 式 を 得 た 。 (1 )

卜 ( 偽 一両 ー がほ + ( 4十 ，，�( 1 十日 +ぱ) ) 土
=F( i )  (4) 

こ こ でa"， ß， )'， �， " ωI�， al， a2 そ し て F( i ) は 、
次 の 関係 か ら 摩擦特性 よ り 求 め る 事 が で き る は ず の
も の で あ る 。

( • _ " . ， • Mk;n 1 = ーが )'+1 '(.1:，， ) +�:�: J �= 一一l ' . J \ ""'0 1 ' ßo Vo ) ...... n Mβ 。 V。
β= frr " (Xo )  al = �， (ゐ )M' \ "'0 / a 1  2 1 )'+ f (xo ) I 
)'= ..， :J" (土。) a. =-+為」2M' '-UI "'2 - )'十f ( ゐ )
AdJL 1 7+f' (ゐ ) f :.. - r生1MAF r j y 一 Li;J
F( i )  =瓦τ i s kpi +んf(士。) J 

さ ら に サ ー ボ弁電流 i を 読節す る と f' (ゐ) = 0 な る
止。 で動作せ し め る 事が で き 、 こ の と き β= 0 、 日1 = 0 

式(4) は 次 の よ う に な る 。
五 一 ( a" _ yX2) 云 + 1 �+ ，，�( 1 +a2x" ) f :.i: = F( i ) (5) 

式(5) に お い て �> M)� ， 日2 < 1 で あ れ ば近似的 に つ
ぎ の よ う に 書 き か え ら れ る 。

五一 ( ao - yX2 ) i + ω伝 キF( i )
こ れ は 強制 カ F( i ) の作用 す る van der pol の 式 で あ り

が t 一 ( ω ー が + ゅ ] =F( i )  何)

と な る 。
ま た 官。 - y.ì;2 = 0 で ""�( 1 +a2土2) キ O な る 場合、

式(5) は 次 の よ‘ う に あ ら わ さ れ る 。

�. I 詰 + l(.()� + ""�( 1 +a2X" ) ! x l キF( i )dt L - ' .wn ' �w"， - • -.- " -...1 
い ま 、 [ ] 内 の 方程式 を 満足 す る 周 期解 が あ る と す
れ ば 、 (.()�+ ，，(.()�( 1 +a.x2) が周 期 的 に 変化す る と 考 え
ら れ る 。 そ の 解 がx =As i n τ (ωnt キ ，) と す れ ば 、A 2 
す( 1 +cos 2r) で あ る か ら

:1f = :J X +X( Q 1 + 恥os 2 ，) ] = F( ι ) 仰

と な る 。 こ れ は 4が周期的変化 を す る 事 を 意味す る
し た が っ て 、 (5)式 は 強制 力 が作用 す る van der pol 

の 式 に お い て さ ら に ωおす周 期的変化 を す る 場合 に 相
当 す る と 考 え ら れ る 。 こ の 問題 を 解析的 に 取扱 う こ
と は 容易 で な い の で 、 一般的 に

斗 ぷ ー ( ω --f.xs ) + ( Q1+ Q2C O S 制 x I =F (8) dt L - ， .....(.1..... 3 - ' ， �� ' "'(.:l:v '-Jy .... .. ， """ _J 

と な る 微分方程式 の 解 と 考 え 、 そ の 特徴 を ア ナ コ ン
で求 め る こ と に し た 。

3. 演算用 プ ロ グ ラ ム

式(8) に お い て 日 内 の 値 が O で あ る 場合の解 と 、
外力 が時間的変化 を す る 場合 に つ い て 考 え る 。

ま ず 云 一 ( 仰 一台 3) 十 ( Q1 + Q2c os 2 巾 = 0 を 考 え
る に 、 Ql-= l 、 2 τの代 り に n， と お き 、 η = 2 な る 値
を 中 心 に 変 え る 事 が で き る よ う な プ ロ グ ラ ム を 作 る
た め 次 の よ う に 上式 を 変形 す る 。

ト ( ω ーが) -x 一 ( Q2COSnT) X (9) 

す な わ ち 、 演算 用 フ。 p グ ラ ム は 次 の 三通 り の 演算信
号 の 和 と し て 定 ま る よ う に 作 っ た 。

[ 1 ] 3:1 = -X 
[ 11 ]  x. = 一 ( Q2c osn，) x
[ 皿 ] ゐ =ω - 士 が

そ し て 必=ぬ +ゐ +為 を 満足 す る よ う な プ ロ グ ラ ム は
図 一 1 の よ う に な る 。 こ の 内 [ III ] の 演算 は 不感帯要
素 と 加算器 を 用 い 近似的 に そ の 特徴 を あ ら わ す よ う
に し 、 [ 11 ] の 演算 は 超低 周 波 発振器 と [ 1 ] の 演算出
力 と を 掛算器入 力 と し て 求 め 、 そ し て [ 1 ] の 演算 は
良 く 知 ら れ た プ ロ グ ラ ム に よ っ た。

図 - 1 に 示 す プ ロ グ ラ ム か ら [ 皿 ] の 回 路 の信号が

- 69 -



[ 1 ] -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ー 、 、

図- 1 演算 プ ロ ッ ク 図 P つ c
図 - 1

0 の と き 、 、 ア ナ コ ン の解はvan de r po l の解 と な り
[ II ] の 回路の信号が O の と き Mathieu の 式 の解 を求
め る こ と に な る 。 そ し て [ II ] [ III ] の 回路の信号を O
と すれば単振動の解 と な る事がわか る 。 従っ て 、 式
(9)の解は こ れ ら三種類の解の組合っ た も の と 考 え ら
れ る 。

4 .  演算方法 お よ び演算解

記録装置の応答特性の関係か ら解が 1 %附近で演
算す る よ う に 回路定数を定め 、 超低周波発振器の周
波数を 1 %附近で動作さ せた 。 な お振動系の固有周
波数を0 . 5% と し 、 次の演算の手順でそ れぞれの解 を
求め た。

4 - 1  [ III ] の 回路の演算
式(9)机わかる よ う に ( ao 一伊 )去の係数(偽 が)

は お が大 き い か小 き い か に よ っ て 負 か正か に な る 。
こ の こ と は 、 i寅算解が減衰的か発散的 に な る事を あ
ら わす。
い ま こ の項の特徴 を知 る た め 、 。0 =0 . 3 (一定) と し

不感帯幅 を変 え た と き (工を変化す る こ と に相当す3 
る ) 入力 (横方向 ) 、 出力 (縦方向 ) の関係 と 、 不
感帯幅一定 と し ao の値 を変 え た場合の入力 一出力の
関係 を 図 一 2 に示す。 こ の図か ら a. と y の も つ性質
カずわ か る 。

4 - 2 van der Pol の解
図 - 1 の [ II ] の回路 を切 り 、 こ の信号の代 り に発

振器出力 を 入力 と し て加 え る と 、 強制力 の と も な う

図- 2

( a ) 

)

 

盲目(

 

図- 3

van der Pol の解が求 ま る 。
い ま 強制力 を一定 と し 、 発振器周波数を1=1% よ

り 次第 に低 く し た場合の出力波形 を 図 - 3 ( a ) に示
す。 図 に お い て 発振器周波数 f が系の固有周波数10

- 70 -



=0 . 5% 附近 で は 共振 し 、 出 力 波形 の 振幅 が最大 と な
る 。 即 ち 咋L I = N と す れ ば N = 叩 き 舗 が最
大 と な り N キ O と な る 場合 、 0 な ら ざ る N の そ れ そ、
れ の 値 に 応 じ た 稔 り 波形 が求 ま る 。 こ れ は 強制 力 の
と も な う van der Pol の 式 に 対す る 良 〈 知 ら れ た 理
論的関係 を あ ら わ し て い る 。 (3)(4) も し 、 こ の 強制 力 が
大 と な る と 図 - 3 ( b ) の よ う に な る 。

次 に 発振器周 波 数 を 一定 と し 、 そ の 出 力 を 小 さ な
{直 か ら 次 第 に 大 き く な る よ う に 変化 さ せ る と 演算 出
力 は 図 - 4 の よ う に 求 ま る 。 こ の 図 か ら 強制 力 の 大
き さ が あ る 値以下 の場合 は 、 zが小 さ な 値 な の で解 は
発散 し 、 あ る 振幅 ま で成長 す る 。 し か し 、 あ る 値以
上 の 大 き き に な る と 解 の 振幅 がか え っ て 減少 し 始め
る 。 な お こ の 強制 力 が大 き く な る ほ ど 系 の 振動 は 、
強制 力 の 周 波 数 に 同調 し て 動作す る 事 が わ か る 。

図 - 4
4 - 3 van der Pol の 式 の 4が周 期的変化 を す

る 場合
い ま 発振器 の 周 波 数 を 1 % よ り 次 第 に 高 く し 、 そ

の 振幅 を 一定 と し た 場合の 解 の 記録波形 を 図 5 に
示 す 。 こ の場合、 発振器 の 周 波数 を 変 え る 事 は 式(9)
の n r を 変 え 、 振幅 を 一定 に す る 事 は 仏 を 一定 に 保
つ こ と で あ る 。 き ら に 、 発振器 の 周 波 数 を 1 % よ り
次第 に 低 く し た 場合の 解 が図 - 6 で あ る 。 こ の 図 に
お い て 、 小振幅 の 波形 は Q2cosnτ . xの{直 を あ ら わ し 、
大振幅 の 波形 は 演算解 の 波形 で あ る 。

こ の 二 つ の 図 か ら 、 発振器 の 周 波数が系 の 固 有振
動数 と そ の 2 倍 の 振動数 に 等 し い と き 解 は 共振す る
が前者 の振幅 よ り 後者 の振幅 が大 き い こ と が わ か る 。
こ れ は 我 々 が線形振動論的 に 見 た 結果 や 、 す で に 述
べ た 強制 力 の と も な う van der Pol の 解 の も つ性質

図 5

図 - 6

図 - 7
と 著 し く 異 る 点 で あ る 。

つ ぎ に 、 発振器 出 力振幅 (Q 2に 相 当 ) を 一定 と し 、
周 波数 を 1 . 5 % よ り 次 第 に 0 . 15 % ま で低 く し た 場 合
の 演算解 を 求 め る と 図 一 7 と な る 。 こ の 図 か ら 発振

叶t巧，d，

 



器 周 波 数 f と 自 励振動 周 波 数:10 と に お い て ム と よ、 f . 2 
1 そ し て 2 な る 条件 を も っ と き 、 演算解 は 振動性 を
お び る こ と が わ か る 。

4 - 4  云 一 ( ω -ff ) + ( Q1 +ωosnr) x =F の
演算解

こ の 式 の 左 辺 = 0 の場合の 解 は van der Pol の 式
の 解 と Mathi eu の 式 の解 の 特徴 を 共有 し て い る こ と
を す で に 述べ た 。 こ こ で強制 力 F が さ ら に 作用 し た
場合の解 を 求 め る た め 、 さ ら に 超低周 波発振器 を 別
に 用 意 し 、 こ の 周 波 数 を 0 . 5 % お よ ぴ1 . 0% と し 、 強
制 力 F に 比例 す る 出 力 信号 を 図 - 1 に 示 す 回路 に 加
え た 場合の 演算解 を 求 め た 。

こ の 場合上式 の 左辺 の 第 3 項 のcosnrの η を 演算 時
間 と 共 に 変化 き せ 、 系 の 演算解 の 振幅 の最大 伐 と き
の η に着 目 す る こ と に し た 。 こ の様子 を 記録計 に 画
く た め 、 XY記録計の 横軸 を 演算 時 間 に 、 cosn rの 波

形 を 縦軸Y i.信号 、 そ し て 系 の 演算解 を 縦軸Yi信号 と
し て 実験 し た 。 こ の 結果 、 Yl�皮形 か ら だ い た い の η
が推測 で き る の で 、 演算解の max1i直 を も っ n の 値 が
定 ま る こ と が わ か る 。

こ の よ う な 考 え 方 で行 う 実験 に お い て もべ 周 波数
が低 い 値 か ら 高 く な る 場合 と 、 高 い 値 か ら 低 く な る
場合 と で は 、 解 の max と n と の 関係 が異 る こ と が実
験 の 結果 わ か っ た 。 な お 、 こ の こ と は F = O の場合
と F キ O な る 場合、 演算振幅 が い ち じ る し く 異 る 。

つ ぎ に 、 こ の 実験結果 の二 、 三 の 例 を 図 - 8 ( a )  
(b ) ( c ) に 示 す。 こ の 内 ( a ) は F = O の場合、 ( b) 図 、
(c ) 図 は F キ O の場合 で あ る 。

5 .  演算解に 閲 す る 考察

す で に 述べ た 、 4 - 1 - 4 - 4 ま で の 演算記録の
結果 、 解 が小 さ な 値の と き 演算方程式 の 第二項 の 係
数 は 負 で あ る か ら 解 は 発散的 と な り 振幅 は 次 第 に 大
き く な り 、 解 が い ち じ る し く 大 な る と き は 第 2 項 の

係 数 は 正 と し て 作用 す る た め 、 解 は 減衰的 と な る の
で長時 間 後 に は 一定振幅 で あ る 定常解 を 得 る こ と が
わ か る 。 こ の 解 を 記録 す る と き は 位相面上の状況点
の 動作 は あ る リ ミ ッ ト サ イ ク ル上 に あ る こ と を 意味
す る 。 一般 に は状況点 は 複雑 な ト ラ ジ ェ ク ト リ ー を
画 く こ と が わ か る 。

つ ぎ に 4が周 期的変動 を す る と す れ ば 、 固有振動
数の 2 倍 の 振動数 を も っ 周 期変動 に 対 し て 系 の 動作

は 不安定 で振動的 に な り や す い 。

( a ) 強制 力 の 無 い と き

( b ) 0 . 5c /s の 強制 力 が働 い た と き

( c )  1 . 0c/s の 強制 カ が働 い た と き
図 - 8
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ま た 、 固 有振動数 に 等 し い ωiの 周 期変動 に 対 し て
不安定 で は あ る が前者 ほ ど 不安定 で は な い 事が わ か
る 。

さ ら に 、 演算解 の 波形 か ら こ の 動作 は 、 van de r 
Pol と Mathieu の 式 の組合 っ た よ う な 特色 を 見 出 す こ
と が で き る 。

な お 、 図 - 8 (α ) 、 の振動波形 の 包絡線 に つ い て η
の 小 き い 値 か ら 大 き い 値 に 増加 し た 場合 と 、 大 き な
値か ら 小 き く し た 場合 と で は 図 - 9 に 示 す よ う に 異
る 。 こ の 図 中 、 曲 線 の 矢 印 は 、 そ の 方 向 に 振動数 を
増 加 、 ま た は 減少 さ せ た こ と を 意味 し 、 演算解 に 履
歴性が あ る こ と を し め す も の で あ る 。

振

一崎

川

5

4 ，0、' 、， ‘  
J k 
n � ， 

， 
0 . 65 I ， I ， 

3 

2 

，Q 
<0 . 2  0 . 4  0 . 6  0 . 8  1 . 0 1 . 2 1 . 4 五%JI

図 - 9 外部入 力 を パ ラ メ ー タ - /: し た 周 波 数 と 振幅 の 関係

6 . む す び

油圧系 に 生 ず る ス テ ィ ッ ク ス リ ッ プ の 動作方程式 を
van der Pol と Mathieu の式の組合 わせ た 非線形微分
方程式 に 近似 し て あ ら わ し 、 こ の 方程式 を ア ナ コ ン
で演算解 を 求 め 、 解 の特徴 を 明 ら か に で き た 。

我 々 は こ の結果 を 基礎 に 、 実際 の 油 圧系 の 動作 に
お け る 実験結果 と 比較 し て 、 両者 に 相 似性 が あ る か
ど う か確 か め る つ も り で あ る 。
昭和47年1 0 月 電気四学会北陸支部連合大会講演
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