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位置サーボ系の消費エネルギーと時間との和を最

小にする最適制御
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We applied Pontryagin's maximum principle to solve a optimal control problem that ， as 
the cost function . of a positional servo system ， we took energy con釦nption and time， and 
multiplied weighting parameter to the two quantities ， and added these multiplied figure . 
Application of maximum principle leads the problem to the two point boundary-value problem ， 
and it gives the procedure of the solution . But because of difficulty of analytical solution . 
digital or analo g  computer must be used . Analo g  co mput町is available fo r the formation 
of adio int system ， and the combined systems can gives the o ptimal coutro l . Analog simulation 
can be easily done and the solution is what we expected .  

従来の制御理論は周波数応答， 安定性等に重点を置
いて，線型系を議論す る も の で あ っ た。 それ故，系が

非線型要素を含む場合 と か制御変数に拘束が あ る場合

の取扱は，困難で あ っ た。 し か し 最近に到 っ てポン ト

リ ヤギン が最大原理を発表 し て以来，非線型をも含め

て一般的な取扱いので き る 新し い制御理論が体系づけ

ら れて き た。

我々は こ の 新し て理論を位置サ ー ボ 系の解析に適用

し 更に アナロ グ計算機によってその解を求めた。 得 ら

れた解を実際の サ ー ボ 系に制御信号 と し て与えれば，

アナコ ン と サ 戸 ポ と を結合 し た最適制御系を造る こ と

がで き る 。 以下に系の解析と 求解手JI債を述べ よ う 。

制御対象の プ ロ ッ ク 線図は図 1で あ る 。

Gem は サ {ポ モ{タに負荷を加えた電気機械系を

表わす。 サ ー ボモー タは他励磁篭機子制 御 方 式 を用

い， 線型要素 と みなす。 叉 ア ン プは飽和特性を有する
が解析を容易にする ために制御信号 u に拘束を与えて
ア ン プを線型 と みなす。 長Hち線型自j御対象に拘束のあ
る 制御信号 u を与え る も の と し て こ の u を求め よ う 。

図 1 制御対象のプロ ッ ク 線図
ア ン プ ， サ ー ボ モ」 タ-， 負荷， フ イ 』 ト

バ ッ ク 要素などすべ て線型と みな し 制御

信号uに拘束lu l�A/kを課す。
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Gem の電気機械系を 表す微 分方程式は二次形に近

似すれば次の式(1) と なる 。

旦生JMJL浬旦+f旦豆(B+ �! +Ke} 
KT'.... ' N2 ! dt2 ' lKT'- ， N2 . --"; 

d9 _ 1 
・ ・ ・(1)dt N 

JM:電機子慣性能率 KT: ト Jレ タ 係数

]L:負荷慣性能率 Ke :逆起電力係数

Lf :粘性負荷 B : 粘性抵抗
Ra:電機子抵抗 。 :負荷角変位
N : 毛-ßと 負荷の商事比

k :ア ン プ増幅率 ei : 電機子端子電圧

A :ア ン プ出力電圧
記号は以上の よ う に定義 し た。
図- 1の よ う に角変位 。 を ス ラ イ ド抵抗で電圧に変

換 し てフィ戸 ドパ ッ ク し た制御系方程式は( JLd20 M LE ) KTkei J.+一一一 日云+1IB+一一一1+ー←一一}
N2 } dt2 ' l \ - . N2 !' R. J 

�O + kK:� 0 = �.IS 一一一 一一一一一 = ヱ ・ (2)dt' R.N NR. 
と な る 。 ま たサ戸 ボ モータの消費電力 P は

p=走(u一回) {k(U-HO)-NKe ö} ω 
とかけるので， 1IllJ御を評価す る 積分 と し て

J = S:[れ ー め +.lpJdt… ... . ...... ・・ (引
を考える。A は所用時間及び消費エ ネ ル ギ { が評価函
数 J を占め る 割合を表すパ ヲ メ 戸 タで あ り ， .l= 1の
と き は時間に制限がな く 消費 コ ネ ノレ ギ ーP を最小にす

る よ う な制御にな り ， 逆に.l= O の と き はP に制限が
ない最短時間制御 と な る 。 A の値を変化 さ せて希望す
る結果をもたらすようなAを求めればよい。結局我々
は方程式(2)に従い， 評価函数 J を最小にする よ う な系

の 軌道 と 制御信号 u を決定 し fこい訳で あ る 。 こ のため

にポン ト リ ヤ ギ ン の最大原理を適用 し よ う 。 見やす く

す る ため に変数を0→Xl ， 0→ら， J =X3と変換する。
方程式(2)， (4)を一階連立微分方程式に直 し て

Xl=X2 
Lf ， KTKe kKTH B + :-:. +..�一三 一一一一←
N2 ' R • NR. X2= T X2一一一一一一干一一一社

(JM+最) (JM+志)

kKT 
+一 NR十一u ((5) 

(JM十首云)

xs=( l-.l )十全( U-HX1)

x {k ( U-HX1 )- NKe X2} 

系の初期条件はね(0)=00， X2(0)=X3(0)= 0 ，  
最終条件はxl(T)=X2(T)= 0， T:未定

で あ る。 | u1 44な る条件の下で ぱT) が最小に

なる よ う にすわば よ い， (但しAは定数)系 のハミJレ
トニア ン H Vì

H =P1 X2十P2 ・ 「」、
(JM十古云)

( Lf Vf hkT l -(B 十一+n.:n. e x2 -k KTH xl+ 一 一U 1 N2 ' R. --� .-...----.. NR. - J 
+P3{ ( 1 一山走 ( U- HX1 ) } 

x {k(U-Hxl)-NK. X2} 刷
となる。ポントリヤギン函数Pは

P=xa(T) 

で あ る か ら J を最小にする ためにはHをuに関 し て最
。H大にすればよい。一百五←=0を与えるuは

U =HXl 十 一L
ム 2k

× {Nh e Z2+「~了、- 寺P2 側
、 l J M TRrj

従って|U14 4なる拘束下では
求めるu は

A 
K 

u= 、 u
A 
h 

(u詮己の と き 〉

(日くUく色のとき) . . . ・ H ・"(9)
(u�ûの と き 〉

である。また随伴系Pl， P2， P3に関す る方程式は

P BH i= τーーによってdXi 

1 kKTH えkHPl=一一一寸アー・ N豆τ-P2+ �(JM十前J

X C2k(u-Hxl)-Nkex2)P3 

ふ= -Pl十一�{B+長十KT:_e } (帥(JM+ 百五- )'
Nk .K 

×P2 - A-E7( u-HZ1 ) 

Pa= 0 (Ps=-1) 

この問題ではPa =-1は決定しているから残って
いるのは初期値Pl(O)， P2(0)を決定することだけで
ある。しかしPl(O)， P2(0) は系 の 軌道が与えられた

条件を満足する よ う に試行錯誤によっ て求めなければ
な ら ない。 lilPち問題は方 程式(5)， (9) ， ω1) :を境界条件



Xl(O)= Oo ， X2 ( 0 )= Xa (0) = 0 及びxl (T) =X2 (T) = 0 
で解 く 二点境界値問題に定式化 さ れた。

r -iト 1 、;:主子山う下子 。
ï' T ーJ 1 

図 2 解を求め る手順昔話街]対衆か ら Xl ， X2 の
値を ア ナ コ ン の 関伴系に送 り u を計算す
る 。 P l(O) ， P 2 (O) は軌道が境異条件を
充す よ う に調節す る 。

図-2は解を求める プ ロ ッ ク ダ イヤ グ ラ ム で あ る 。
一般に非線型微分方程式の解析的な解を求めるのは極
め て困難で ある。 それ故 ， 解は数値計算を行 う か叉は
ア ナロ グ計算機を用いるかしな ければな ら ない。 サ {
ポ 系 の時定数が十分大 き い と き は実際の系 を ア ナ ロ グ
計算機 と 結びつ け る こ と が出来る ので便利であ る 。 サ
ー ボ モ ー タ 及び負荷か ら o と 0 の情報を得て ア ナ コ ン
に組ま れた随伴系 で pi 及び uが計算 さ れる 。 そ の uを
制御信号 と し て サ 』 ボ 系 に与えてやれば よ い。 前に も
述べた よ う に初期値 Pl(O) ， P2 ( 0 ) は試行錯誤に よ っ
て あ ら か じ め定めねばな ら ない。

次に ア ナ コ ン で シ ミ ュ レ ー ト し た結巣について述べ

る 。 系 の定数の値を下に示ナ。
JM = 1 . 7 x  1O-5 (�- nt) 
KT = 1 . 9 x l O-a ( 均一mlAmp)
JL =2 . 0 X W4(�-nt) 
Ke= 2 . 0 x 1 0-2 (V IRad/scc) 
B = 2 . 5  x 1 0-4( �-m) 
N =5，  L t = 0 ，  k= 1 ， A= 1 0(V )  

ア ナ コ ン の容量に よ る 制 限のため プ イ 』 ドパ ッ ク 係
数H を O と し て関戸 』 プ と し た。

(5) ， (9) ，  (10)式は
Xl =X2 
X2 = - 0 . 05X2 +0 . 5u 
Xa =  1 - J.+ Æu( 0 . 03u- 0 . 003x2 ) 
Pl = 0 ) (日)
P2 = p]. - O .  05 P2 十À x O . 003u

7 . 5 U = -'-;f-P2 + 0 . 05X2 ( 但 し I u I �1 0 )  

初期条件はXl.( O )= -40( ラ ヂ ア ン ) ， X2 ( 0 )= 0 ，  
Xa ( O )= 0 ，  
最終条件はxl (T)=X2 (T)= 0 であ る 。
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角変位 。 の軌道は図- 3 に示 し た。 軌道は 0=0。 を
傾斜が O で始ま り ， P].( O)， P2 (0 ) を時 間軸に接する
ように調節する。 種 々 のA に対する 軌道を示 し たが予
想 さ れた通 り 消費エ ネ Jレ ギ 』 の制 限を強 く すれ ば時閣
が よ けいかかる こ と を示 し てい る 。 制御信号は図- 4
であ り 。 サ 』 ボ 毛 』 タ の起動時は許容い っ ぱ いの 1 0V
が印加 さ れしばら く する と 指数函数的 に減少 して負 と
な り 消費エ ネ ル ギ 」 の制限が弱い と -10V と な っ て制
動がかけ ら れる 。 軌道が時間軸に接 し た瞬間に制御信
号は O にな る 。 電力の グ ラ フ は図ー 5 である。 消費エ
ネ ル ギ 』 はこ の グ ラ ブ と 両軸に屈ま れる面積と なる。

以上の結果から望ま しい A を決定する こ と が で き
る。

;(， ::: 0 

S E J S、?す z ーテ1 飴ξ之 j 4L 

図 3 Xl== e の軌道 ， ÂiJ'小 さ く な る に従 っ て
制御時間が短か く な る がλど0 . 5の貫lî固で
はほ と ん ど変 ら ない。
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凶μ
図 4 制御信号 Aが小 さ く な る に従 っ て限界

一ぱいの電圧を使っ ているo X]. = 0 の瞬
聞にu= 0 と す る 。

イE

t4tζ 
図 5 サ 」 ボ モ 」 タ 」 の電力。 消費 ヱ ネ ノレ ギ

』 は グ ラ フ と 両軸 と の聞の面積で あ る o
，1= 0 . 5以下で は エ ネ ノレ ギ 』 は少 し し か増
えなし 、。
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結 言

以上述べた よ う に消費エ ネ ル ギ ー ， 所用時間を考慮、

ずる こ と に よ っ て各制御系 と そ の 目 的に応 じ た設計を

す る のに有用で あ る 。 し か しこ点境界値問題を解かね

ばな ら ない と い う め ん ど う さ と 随伴系を形成す る 自動

計算機が必要で あ る と い う 経済的な問題が あ る 。
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