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少数 ア ナ コ ン線形演 算器 に よ る む だ時 間 要素 について
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On the Dead Time Constituents Using a Few Linear Amplifiers 

of the Analog Computer. 

Heizi  YOTUY A 

Hideo MATUDA 

If the automatic control system including the dead time is stable， we may consider that 

angular frequency component of the system keeps within the limit of π (rad/sec) at the most， 

for the norma1ized dead time. We report the study of the approximate transfer function of the 

d回d time to be construct巴d with four linear amplifiers on the analog comçuter within such 

frequency range. 

1 . 緒 言

む だ時間の 近似伝達関 数はむ だ時間を γ と して
F(p) = e-TP … . . . . ・ H ・ . . . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . (。

で 表わ さ れ る 。 こ れを有理 関数に 近似 してアナ コム 線

形演算要素に より 表わす場合， こ れに割 当てる こ と の

で き る 演算器の 数は 解訴すべ き 系 の他 の要素 の 表現に

必要な ためお の ずか ら制約 さ れ る 。 こ こ では演算器4
個を使 っ て表わ さ れ る (2)式 の全周波 通過帯域特性を持
つ 近似式で(1)式を 近似 して， もっ と もよ い 近似度

Fd.(p) 口 (，-2p' - a，-p + 2a)/C，-2p' + a，-p + 2a) …(2) 
を与 える a を 求め， こ れ を 低次 近似伝達 関数と し， 誤

差お よ び自 動制御系にお ける 適用 範囲を即に知 られ て

い る padé 近似， Tayl or 展開 より 得られ る Tayl or 近

似 と 比較検討 す る 。 (1)

(1)式に 於て， 実 時聞 を t ， アナ コン演算 時間を T と

すれば 時間 換算 係数を 1/"， と お い て 1/"， ・ t = T より

p= :! = _1_ .  !L_ =_l_q t:::.tf. L  q= � -�- - ・ 一一一 = 一一 q ただ しq ー ニー
æ dT æ " 可 dT

ニ れを(吟へ代入 し て
FCq) =e-7"/町 ・ q

こ こ で T/æ ・ q = sと お い てむだ 時聞を単 位 化すれば
FCs) =e- s . … … ・ ・ … ・ ・ ・ ・ … … … … … … … (1)'

と な る 。 同様に(2)式 もsで 表わす。

Fd:C日) "" Cs' - a� 十 2a)/Cs" 十 as + 2a) 、 � �n ， � ・ ， ， ， .(z\，

(1)'， (2)' の よう に単 位 化さ れたむ だ時間につい て，

以 下論を進め る。

2 .  むだ時間 を含む制御系の周波数範囲

自 動 制御系にむ だ時間 が存在すれば， 高い周波 数成

分 が含 ま れない。 系 が安 定で ある と い う 仮定の もと で

は周波 数範聞を 求め る こ と がで き る 。 実際には， 不安

定な系を 考 える こ と は余 り 意味を な さ な い ので， 安 定

な系に含 ま れ る周波 数成分を 考 え， こ の周波 数範囲で

(2)' 式の 近似伝達 関数がもっ と もよい 近似度を与 える

a の値を 求め る 。

今図 1 の系で伝達関 数GCs) を

GC s) = k/( 1 + Ts) … … … … . . . ・ H ・ . . . . . ・ H ・ . . … ・(3)

と すれば， こ の系の一巡伝達 関数 Fd\(S) は

Fd l(S) = ，-��e- s= _ /，主=τ ζ ー (tan- 1wT + 臼)
1 干'fS

e- u = v 1 + (ωT戸
・ ・ ・ (4)

と な る 。 こ れ より
旬n- 1wT + ω z π ・ H ・ H ・ . . . ・ H ・ . . … … ・ … … . . . ・ H ・ ' (5)

を満足す るω は こ の系の安 定限界角周波 数で ある 。 こ

図- 1 む だ時間を含む 自 動制御系、
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れを 吋1 で 表わす。 (5)式より時定数 が
T→ O で 叫l→7t

7τ 
1 '-

2 
となるので， 図- 1 の系で G(ゆ が(3)式で 表わされる
場合，この系が安定であると 周波数 成分はせいぜ、い 定
までしか 含まれないと 考えることができ る。 ( 図 4 
の e- S曲線〉

次に 図← 1 の系の G(S) を

G 〔s〕 = k … … … ・ ・ … 一 … ・ … … ー(日)
s(1 +Ts) 

とすると 一巡伝達関数 Fd2(S) は

Fd2(S)= 一望 e- S = 一 k 一一 / _ (_!E_
s(1 +Ts) ω〆1+(ωT)2 L - \ .2 

十 四九T+印) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7) 

で あるから，この時の安定 限 界 角 周波数 白色 は
凶判T+ωd2=f; (8) 

より 求まる。 したがって

T→∞で、

T→ O で 7t ωd2→ー2
叫2→ OT→∞で

と 考えられる。 図一lの系で G(ゆ が(6)式で 表わされ
る場合，この系が安定であると 周波数 成分はせいぜ、い
?まで しか含まれないと見なすことがで き る。 ( 図
- 5 のe- S曲線〉

伝達関数 G(ゆ が更に多くの 遅れ要素を含 めば，ま
すます系の応答は遅くなる。 実際には伝達関数 G(s)
に位相進 みな どの 補償回路が入る。 しかし結 局のとこ
ろ む だ時間があれば閉ル ー プ特性はそう高 い 周波数 成
分 を含まないと思 われる。

以上より結 論して，自動制御系に 含まれるむ だ時間
の近似伝達関数としては， ω が 0 からせいぜ、い 7t 迄特
性のよいもので あれば充分である。

3 . 近似伝達関数の a の決定

む だ時間近似伝達関数 倍y 式が 0 <印三三官 で 誤差が
もっとも小さくなるようなa を決定 する に 先 立 ち，
padé 2 次近似伝達関数， Taylor 2 次近似伝達関数 を掲
げておこう。

padé の展開 式によってe- Sを展開すると

e- S一 日出 Fu ' v(s) "山 一
(u+v)→ ∞ Gu・ v(s)

ここで

Fu' v (s) =1 一一一主竺 ー + 竺皇三旦三一 一(u+v)・ 1 ! ' (u 十 v)(u+v- l)・2!

十 … ・ ・ ・+�二空 白二旦二二塁 .1sV
(u+v)(u 十 v-l)… (u十1) ・ v!

G u，v(s)=l+ ー 1空三一一+ ， _  1I(U ー1)s2
(v+u)・1! ' (v+u)(v+u ー1)・2!

+ ， - �0ー の … .2・ lsU
(v 十 u)(v+u-1)… (v+1) ・ u!

上式で u=v =2 とおけばpadé 2 次近似伝達関数 Fp2(S)
カヰ専られる。 (加l

s2-6s+12 2 (5)ニ ょ … . . . ・ H ・ . . … … … ー … ・ ・ (9)計 十 6s+12
又e- Sを次式の如く Taylor展開 して

e s e- S/2 一一一一
eS/2 

_ 1:__ 1-( 壬 s) + ( 吉 S)2/2! + … + C 去 り n/n!一 一一
n二ム I 十 〔 を s) + ( 告 S)2/2 ・' + ・ ・ + c 去 り n /nf

こ こで n =2 として次式の Taylor2 次近似伝達関数が
得 られる。 1411日

s2 - 4s + 8  FT2 (s)ニ 'J ， ， 一一・ ・ ・ ・ … 一 … … . . . . . . . . . ， (10) 
s“ 十 45 + 8

(2)' 式におけるa をa =6 とすればPadé 2 次近似に a
=4 とすれば Taylor2 次近似に一致する ことに注意す

る。e- Sの 特性，Fp2(S) の特性 および FT2(S) の 特性
曲線を図 2 ìこ示す。
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図- 2 近似伝達関数の 位棺特性

白y の位相特性は a<6 でe- S の 特性と弓形に交わ
る。 山 =7t 迄近似度を上げるには弓形に交わる特性の
方がよい。

近似伝達関数 日2(5) の 位相特性を表わす式は

乙Fd2(S) = 一2tan- l-0�竺竺 ョ … ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ 仕1)
La-ー 印ー

であるo e- sの位 相 ζe- S= ー ω であるから，どこFdzCS) 
の誤差 e は

= ω - 2 tan-1 竺竺- … … … … … … … … … …間2a -w2 

上式が極値を取る ω を求めると
一坐 =1 -2 ，�(2a十 ω2) 。 = 0
dω C2a - w2)2 + a2w2 

より
ω =v6a-a2 . … . . . … ・ … ・ . . . . . … … ・ … … ・ …悶
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は それぞれ仏)式(5)式に な らって， 次式で表わ さ れ る 。

t釦- 1wp，T 十2tan- 1 �笠L-E = π … . . . . ・ H ・ -帥ν ， . ， -._.. 12- (ωP1) 

ねn- 'ws，T + 2tan-' �竺L7 = 江 ・ H ・ H ・ ・ H ・ H ・側， � ， _.-.. 10- (山'1ノ
時 定数T を O か ら∞ ま でか えて 白P1， 的1 を 求めた

結 果が図- 4で ある 。 こ の 図には Fp2 (S) ， Fs2 (s) の

安 定限界角周波 数の 誤差率
ep1 = (ωP1 印d，)/ωd1 x 100[%] ，
es1 ニ 〔ω.1 一 山d1)/印d1 X 100 [%] も示 しで ある 。

次に G (s) と して(6)式を用 いれば， Fp2 (S) 近似，
FS2 近似の各安 定限界角周波 数ωP2， 向2 は 同様に して
次式で、表わ さ れ る 。

ねn- 1印P2T 十 2tan - 1 _ � 6W!，2一一 = 一生 … ・ ・ ・ ・ (同
12ー (ωP2)2 2 

n- 1wS2T +2t加 -1 5竺Lー 'T( ・ … … 伺)
10ー (山2)2 2 

時 定数T を 0 か ら∞ ま でか えて臼i)�h 印刊 の変 化の様
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差
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と な る。

今求め る a の 目 安のー っと して ω = π で 誤差 ε = 0

と な る a を算出す る と 問式 より a = ポ/2"=04. 925を 得

る 。 こ の時， 弓形部分 の 誤差 の最 大は 同 じく(1)式 より

求ま り ε = 4. 530 で ある。 いかに ω = 官 の 誤差 が小さ

く ても途中 の 誤差が大き ければ よい近似伝達関 数と は
い えぬ。

そ こ で ω = 需 の 誤差 と 弓形の 部分 の 誤差 の極値 と が

等しくな る よ う な a の値を取 る 近似伝達関 数を 求め

る 。 (12)式 と (13)式 よ り

〆函-a2-2凶nーピ亘歪 士 宮ー2un L竺γa 一 生 �aー π一

こ れを解L 、 て a与 5. 121 と 求ま る 。 こ れの 誤差 ε =

2. 7 50 で ある 。
以上 より ， 近似度お よ び取扱の点 より a = 5 と す る

の が最 も妥 当と 思われ る 。 こ の近似伝達 関 数を Fs2 (s)

で 表わす。

Fs2 (s) = 三三里士10 . . . … . . . . . . . … ー … ー …(凶
S2 十 5s十 10

こ れ の位相特性 も図 2に示す。
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安定限界角 周波数での誤差

各近似伝達関 数 Fp2 (S) ， FTls) ，  Fs2 (s) の 誤差率
= (近似伝達関 数の位相 ー どe- S)/どe- S x 100 [%] と

して図- 3 に示す。 図 2， 図- 3 より FT2 (S) 近似

が他の二つ の近似 より 劣 り ， 実用 的に 誤差 が大き 過 ぎ

る 。 した がって， Fp2 (S) 近似 と Fsls) 近似の二つに

つ い て， ζ れ らが自 動制御系に組 込 ま れた場合， J.!pち

図 1 の系 でe- S の代 り に用 い た と き の 誤 差を 調 べ

る 。 こ の場合 も安 定限界角周波 数に注 目 す る 。
図- 1 の系で G (s) が(3)式て与 えられれば， Fp2 (S) ，  

Fs?C s)近似を用 い た場合 の安 定限界角周波 数 ωp1， 印. 1
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図- 5近似伝達関数の誤走図 3
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子を見れば図- 5 が得 られ る。 ょ記 と 同様に各近似の
安定限界角周波数の誤差率 ep2= (ωP2一同2)/'印d2， eS2 
白目 白d2)/印d2 も 同図に示す。

なお， 図- 4 ， 図- 5 の e-S 曲線は(5)式お よ び(8)式
を満足す る 臼dj， 印d2 であ る こ と はし 、 う ま で も ない。 図
- 4 ， 図ー 5 よ り G(s) がー主ーの場合は Fs2(s) 近l+Ts 
似を用 し 、た方が よ く ， G(s) = 一一主一ー の場合にはs(l+Ts) 
Fp2(S)を使 っ た方が よ い と いえ る。

5 . 応 用 例

1 例と し て， 図- 6 の系をむだ時間 e-S の代 り に上
記の近似伝達関数を用いて ア ナ コ ン解析 した結果を示

国一 6 むだ時聞を含む 自動制御系の 1 例

す。 図ー 7 (a) は補償回路がない場合の過渡応答で，
こ の ま ま では安定度が悪 く 補償回路を附加する。 図-
7 (b) は Fp2(S) 近似を用いた場合の 過渡応答であ る 。

色 hl 4
th川 崎

之 4 6 e JO 
:1;-> 

(a) 補償回路な し (b) 補償問路あ り
(Fp2(S)近似〉

図- 7 図 6 の系の過渡応答

しか し過渡応答か らは Fsa(s) 近似を用いて も 又FT2(S)
近似を用い て も大差は見 られない ので， 各近似伝達関
数を用いた場合の ケ、イ ン ， 位相特性を調べる。 図- 8
が こ れであ る。 勿論こ れ ら の図上の各点は， 近似伝達
関数の誤差以外に ア ナ コ ン の誤差， 計算誤差な どを含
んでい るが， 一応 こ れ等を無視 し て検討す る と ，
(1) 印<1 rad の低周波域では各近似 と も だいたい一致

す る 。
(2) ω>1 rad にな る と FT2(S) 近似がゲイ ン ， 位相共

に理論値 と 異 っ て来る。 ゲイ ンはω= 1 . 8 rad 位でや
や大き めに， 印>1 . 5 rad では小 さ めに な る 。 一方位
相は理論値 よ り 遅れ位相 と な る。

(3) Fp2(S)近似の ゲ イ ンは 印 の高い と こ ろ迄かな り 正
確であ る が， 位相特性が ω=2 . 5 rad位か らやや理論
値 よ り 進み位相に な る。
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(a) 閉ノL ー プ特性 (b) オ ー フ。 ン ノレ ー プ特性
図 8 図- 6 の系の周波数特性

(4) Fs2(s) 近似は ゲ イ ン， 位相 と も に Fp2(S) 近似 と
FT2(呂j近似の中間を取 る ので ， 図に示 した周波数範
囲全般で理論値にほぼ一致 し て い る。

6 . 結
ー
百

(1) 図一 1 のむだ時聞を含む系では . G(s) = �ーの• � ' /  l+Ts 
場合の安定限界角周波数 ωdj は が2:::;:ωdj:::;:官 であ り
G(s) =一一一年一一ー の場合の安定限界角周波数 叫2s(l+Ts) 
は 0 :::;:Wd2Sni2 の範囲にあ る。

(2) 更に遅れ要素の数がふえれば安定限界角周波数叫
は小 さ く な る。 しか し実際には位相進み補償を行 う
ので、叫はやや大き く な る 。 こ の こ と を考慮、 し で も ，
むだ時聞を含む系が安定で、あれば， むだ時間の近似
伝達関数 と して， 印=泥 の角周波数ま で近似度が よ
ければ充分で、あ る。

(3) Fs2(s)近似は 印 が 0 :::;:ω三二信 の聞で誤差率が 3 %
以内であ る か ら ， 図ー 1 で G(s) =一戸一ー の系や位l+Ts 
相進み補償な どを持つ比較的高い周波数成分を含む
系の近似伝達関数に適 してい る。

(4) Fp2(S)近似は 印 が 0 :::;:山三二信/2 では誤差率が 0 . 6
%以内で きわめて近似度が高 く ， 図 1 で G(s) = 
一一 k ーの系な どの よ う に， 比較的応答の遅い系s(l 十Ts)
に適 し て い る。

(5) FT2(s) 近似は一応誤差率を 10% ま で許せば ω が
0:::;:ω:::;:4 . 6 位ま で取れ る こ と にな る が一般的な取扱
い と しては誤差が大き過ぎ， Fp2(S) 近似， Fs2(s) 
近似 よ り は るかに劣る。
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