
37 

む だ 時 間 の 近 似 伝 達 関 数
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An Approximate Transfer Function of the Dead Time 

Heizi YOTUY A 

Hideo MATUDA 

The transfer function of the dead time in the automatic control system is given by the 
exponential funcion. But it is difficult to tr<回t of the transfer fnnction of syはems
containing the ex卯nential function. 

T herefore we intend to replace it with an approximate transfer function to take the form 
of rational function. 

， .  むだ時間の伝達関数
周 知 の よ う に 自 動制 御 系 に は む だ 時 間 と い う も の が あ っ て ， 入量 よ り あ る 時 間だ け 遅 れて 出 量 に

信号が現わ れ る も の が あ る 。 い ま 入 量 を x(t) と し ， 出 量 y(り が 時 間 L だ け 遅 れて 現わ れ る と す れ

ば
y(t) = x(t -L) 

で 表 わ さ れ る 。 ど の 式 の 右辺 x(t -L) を 形式的 に Taylor 級数に展開す れ ば
T . 2 T 3 

x(t -L) = x(t)-xてゆ 十代t'〉27-r(t弓 ! 十

微分演算 を S で 表わせ ば(2)式 よ り

r，.-， �T ， (sL)2 (_SL)3 ， l おくt - L) = x(tl(l -sL+ ヲ「- 1「+ 」 = z(切--sL

す な わ ち 時 間 的 に L だ け 遅れ る こ と は 指 数関 数 ε→L を乗ず る こ と に な る 。

一方， ( 1 )式 を Laplace 変換す れ ば
Y(s) = X(s)ε-sL 

で あ る か ら ， む だ 時 間 の 伝達関 数 G(s) は
G(s) =ε sL 

)

 

---a

 

(

 (2) 

(3) 

(4) 

(5) 
と な る 。

2 . 近 似 展 開

むだ時 間 の 伝達関 数を含む制 御 系 で は 指 数関 数が入 っ て 来 る こ と にな り ， そ の 取扱いが はな はだ
不便で あ る 。 そ こ で こ れを 近似展 開 し て 有理関数 の形に直 し て 取扱え ば 便利 と なる 。 こ の 際 に ， 近
似展 開 の 項数を 多 く と れ ば と る 程， 近似度 が高 く な る の は 当 然で あ る が， そ の 半面余 り 項数を 多 く
取 る と 取扱 い が徒 ら に 複雑 と な っ て ， 実 用 的 で な い 。 そ の た め こ れ を 有限項 で 止 め た 場合 に ど の 程
度 の 誤差が生ず る か を 調べ て み よ う 。

い ま



(6) sL = S = jO 
sL を 規格化す れ ば
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の 如 く

(jOア (jO)3
ε sL = ε s = ε itl =  cosO -j sinO = 1 -j !1 + '-'2'--' 一一言「 十

( _ 0.8 04 \ .1 _ .n.3 . .n.5 \ = ( 1 --': .  + 守マー ・ … 一 ) -j( .n. --，:. 十 一T ー … l\ � 2 ! ' 4 !  ) ヘ 3 ! . 5 !  / 
(7 )式 の 右辺 の 近似展 開 の 項数を順次増 し て ， 。 の 各次数 1 次， 2 次， 3 次 - … の 各項 ま で 取 っ た

近似 伝達関数を ， 1 次近似伝達関数， 2 次近似伝達関数， 3 次近似伝達関数… … と す れ ば ， 各近似

伝達関数 は 表-1 の よ う に な る 。

(7) 

表

実 数 部 虚 数 部

原 式 cos .Q -sin .Q  

1 次近似伝達関数 1 - .Q 

2 次近似伝達関数 .Q lI  - .Q 1 一 一一
2 

3 次近似伝達関数
.Q lI .Q 3  1 一一一 - Q +-6-2 

4 次近似伝達関数 .Q lI ， .Q 4  .Q 3  1 一 一2一+ 24 
- .Q + "6 

5 次近似伝達関数 .Q .8 ， .Q 4  - .Q 十 .Q 3 一 .Q 5 1 一 一ï- + ー24 6 120 
6 次近似伝達関数 .Q .8 ， .Q 4  .Q 6  .Q 3  .Q 5  1 一 一一十 一一 一 一一 - .Q 十 一一 一 一.2 . 24 720 6 120 
7 次近似伝達関数 .Q lI ， .Q 4 .Q 6 .Q 3  .Q 5 ，  .Q 7 1 一 一2一+ 24 -720 

- .Q 十一6一
-

120 . 5040 
8 次近似伝達関数 .Q lI ， .Q 4  .Q 6 ， .Q 8  。 3 .Q 5 ， .Q 7 1 ー ←2ー + 24 -720 40320 

- .Q 十一6一
一一12一õ+ 5040 
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表
( 1) 近似伝達 関数

表- 1 の近似伝達関数 の O に適当 な 値 を 与 え て

複素平面上 に そ の 軌跡 を 描 い た も の が 図- 1 の 近
似伝達関数で あ る 。 原式 ε - j.lJ の 軌 跡 は 勿論半径

1 の 円 と な り 0 の 増 加 と 共 に 時計方 向 に 廻わ る 。

他 の 近似伝達関数 は .n. = o で ( + 1， jO) の 点 か ら

出 発 し ， 。 の 小 さ い 範 囲 で は単 位 円 に 沿い ， 。 が

大 き く な る に し た が っ て ， こ れ よ り 離れ る 曲 線 と

な る 。 ま た ， 次数が高 け れ ば 高い 程 円 に 沿 う O の

範 囲 が増大す る 。
(2) グ イ シ一周波数曲 線

近似伝達関 数 の 周 波数 と ゲ イ シ と の 関係 を 表わ

し た も の が 図- 2 の グ イ シ一周波数 曲 線 で あ る 。
原式 ε - j，Q は グ イ ン 1 の 直線 で い か な る 周 波数 。

に 対 し て も 一定 で あ る 。 1 次， 2 次， 6 次， 7 次

の 各近似伝達関 数 はO の ど の 値 に対 し て も 1 よ り

図3 .  



大 き い か， あ る い は こ れ に等 し い。 3 次， 4 

次， 5 次， 8 ì欠 の 各近似伝達 関数に お い て は

あ る O の 値 に お い て ， グ イ シ が 1 よ り 小 さ 2.ù 』附
く な る 部分 が あ る 。 こ れ は こ と に 4 次， 5 次 3・ / 1.5 
近似伝達 関 数 に 著 し く 表わ れて い る 。 L 

(3) 位相一周波数曲 線 ， t 
近似伝達関数 の 周 波数 と 位相 と の 関係 を 曲 a 

線 で 表わ し た も の が 図- 3 の 位 相一周 波 数 曲

線 で あ る 。 原式 ε ←jQ は 原 点 と O ニ 7( で 位相

角 が - 1800 で あ る 点 と を 通 る 直線 と な る 。

他 の 近似伝 達 関 款 は O の 小 さ い と こ ろ で こ

の 直 線 に 沿 い ， 。 が大 き く な る に し た

が っ て ， こ れ よ り は ず れ， 進 む か遅 れ

る 位相 と な る 。

4 . 検 討

図 よ り 次 の こ と が 推論 さ れ る 。

( 1 )  む だ 時 間 の 伝達 関 数 を 近似展開

し て 表わ し た 場 合 に誤差 は 主 と し て O

の 大 き い と こ ろ で 生ず る 。 こ れ を 時 間

領域で い え ば Laplace 変換初期値定王現

に よ り (lim sF (s) = f (0つ〕 時 間 の
S→∞ 

初期 に誤差を生ず る こ と に な る 。 し か

も むだ 時 間 L が 大 き く な れ ば な る 程，
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。 = ωL の 関係 よ り ， 大 き い誤差を生ず る こ と に な る 。

(2) 周 波数領域 で グ イ ン の 誤差を 土 3db( +3db = 1 . 41 で あ る か ら 41%増 し ， -3db = 0 . 701 で あ る

か ら 30%減)， お よ び位相 の誤差を 士 10。 ま で 許す と す れ ば近似関 数 の 許容帯域幅 は 表- 2 の よ う に
な る 。

表 中 グ イ ン の 項 の ( ) 中 の 数字 は 図- 2 で 4 次， 5 次 の 近似達 関 数 の ゲ イ ン 一 周 波 数 曲 線 が -

3db の 線 を 越 え る 誤 差 を 無視す る こ と を 許 さ な い と し た 場 合 の O の 許容帯域幅 を示す。

相隣 っ た次数の 近似伝達関 数 を 比 較す る と ， 。 の 許 容帯域i福 が グ イ ン の 方 で の び た と こ ろ は 位相

の 方 が 余 り の ぴ ず， あ る い は か え っ て 減 っ た り し ， ま た 反対 に位相で許容帯域幅 が の び れ ば， グ イ

シ の 方 で 余 り の び な い と い う こ と が 見 出 さ れ る 。

近似伝達関数を 用 い て ， む だ 時 聞 の 伝達 関 数 を 近似す る 場合， グ イ シ の 方 で 近似 の 次数 の 少 い わ
り に 大 き な O の 許容 帯域l障が得 ら れ る の は 5 次近似伝達関数で あ り ， 位相 の 方 で い え ば 2 次近似伝

達関数で あ る 。 こ と に 2 次近似伝達関数が位相 の 誤 差 に お い て ， 3 次， 4 次， 5 次近似伝達関数 よ

り 許容帯域幅 が 大 き い と い う こ と は 注 目 す べ き で あ る 。 す な わ ち 労力 少 く し て い い 近似 を 得 る こ と
が で き る 。

し か し 現実 に 要求 さ れ る の は グ イ ン と 位相 の 両面 に お い て で き る か ぎ り 誤差 の 少 い 近似伝達関数

で あ ろ う 。 と こ ろ が 表- 2 の 結果か ら は こ の 要求 を 完全 に 満足 し て い る 近似伝達関 数 を 求 め る こ と

は で き な い 。 し か し ， 5 次近似伝達関数が次数 の わ り に こ の 要求 を 比較 的 に 満足 し て い る よ う に 思



ω 
わ れ る 。

表 - 2 

Q の 許 容 帯 域 幅
近 似 伝 達 関 数 グ イ ン 〈土3dめ | 位 相 く士100)

原 式 0 - ∞ 0 .... ∞ 

1 次 近 似 伝 達 関 数 0 - 1 . 0 0 .... 1 . 0  

2 次 近 似 伝 達 関 数 0 ""  1 . 4 o - 2 . 5  

3 次 近 似 伝 達 関 z数 o ，..， 2 . 2  5 ，.... 1 . 4  

4 次 近 似 伝 達 関 数
0 ，..， 3 . 0  0 ，..， 2 . 1  

(2 . 1) 

5 次 近 似 伝 達 関 数
0 ，..， 3 . 6 o .... 2 . 3  

(2 . 8) 

6 次 近 似 伝?達 関 数 o .... 3 . 3  o ，..， 2 . 9 

7 次 近 似 伝 達 関 数 0 ，..， 3 . 5  0 - 3 . 8  

8 次 近 似 伝 達 関 数 0 ，..， 4 . 0  0 ，..， 3 . 5  
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