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単位函数の複素積分表示から実積分表示を導くこと

森 光
Deduction of the Real Integral R，句，resentation ot the Unit Function 

from the Imaginary Integral Representation. 

Mituzo MORI 

The unit function is r句，resented by the real integral and the imaginary integral. Then 

the real integral representation is to be deduced from the imaginary integraI. A method is 

shown in the text b∞k of transient phenomenon published by the Institute of Electrical 

Engineers of ]apan. But consider吋pricisel'y this method is wrong. A correct method is 

shown in this paper. 

過渡現象論にラプラス変換 と いうのがある 。 これ は 相当難解なので， 教科書の記載も不完全で
あ り ， 又誤 り の箇所もある 。 以下述べ る のは この一例である 。 単位函数 は 実積分で表示す る こ と も
でき又複素積分で表示す る こ と もできる 。 従って 複素積分表示か ら 実積分表示を導 く こ と ができ る
はずであ る 。 この証明であ る が， 過渡現象論 (電気学会編〕に は 次のようになって い る 。

1 ri 田 ept '-- f1 Ct>o) 一一一I �dp= � …...・H・-……-………………………... ・H・(1)2πj J _j国 p '"r- lO (tくの
これ が単位間数の複素積分表示でt>oな ら ば 1 で， tくoならば Oであ る 。
ここで

p=jω・H・H・..………... ・H・..…… .一….い..一….一....一….一..一….一" ….一..….一..….一..….一..一….一..….…..一….一..….一..一….一..一….一..….一..….一..一.イ{但2幻) 
dp=jd 

とおけぱ(け1)は
n: � r∞ 互竺d曲=1 (t>o)・- … 一...…-…-…・・・・・・・..... 一 ・・・ (3) 2πj J一個

n: ; r
∞

互竺ぬ=0 (tく0) … … 一 - … ・ ・一 一 - 一 …ー… ・ー…..(4)2πj J __ 

(4)でt=-t' (t'を正〉 と す れば
1 r圃 e-j世t'五TJ

_∞-rh=0 (t'〉0〉・・ …… -… ・ ・ ・ - 一一 … … ・ ( 5 )

Vをt と 書き換 え て (5)は
1 r曲 目 j叫示TJ

∞
ー瓦-dω=0 (t>o) ……・・… ・・ ・・… 一-一… …一…… (6)

(3)ー(6)を作 る 。

しか る に

1 r回 ejωt_ll-jωt

2;j J _∞ ム dω=1 Ct>o)… ……….......... 一 一 … ・・ ・・ ……(7) 

ej..t_e-j叫j
=Slnωt 

etωt+e-j叫2 - =cosωf 
. . . . . . . . . . ・ ・ ・伶 )



があるから， (7)は

次に (3) から

(4)ー聞から

(8)を用いて

f二号止命= π ω ω) 

」-fと竺d曲=1 (tく0) ・・ ・・ ・ ・ ・ (10) 2JrjJ ー∞

1 r帽 ，�j(1)t_p.-jtJJt 一一? I d，ω=-1 …… … …ー… … …・・… … ……-… … … 凶
2πjJ一∞

fプブルーπ(ω 問

でι凡は 曲山に附対凶巾馬醐即である討山カ
い， 故に(9)と聞から

(13)から

(141から

総合して

+fガιdω=;ω 也、制
1 r"" -sín曲t、

7fj@ニZLω=-2 (tく0) ・ ・・ 仕掛

;+士f芹土佐1似

1 . 1 r曲smωt
玄+7J1 0 一五:::::.c.dw= O (tくの

1ー+--b- (田三恒竺土-1..._ J1 (t>o) 
2 π J 0 由 dω= 10 (t.くの......................................... …・ー(15)
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(1日が単位函数の 実積分表示である。従って単位函数の 複素積分(1)から実積分間が導かれた。

以上が過渡現象論に記載された誌明であるが， これを点検してみて容易巴誤りを見出すことがで

きない。しかしどうもおかしい。例えば
百 戸国 pjωt-土::: 1 ニー-dω=1 (t>o)…・………… ・・….............・H・....…… … (3)2πj J _ _ 

n:� (抽 と竺dω= 0 (t>o) .. . ... ......... ............... ......... ............(6) 2πjJ一回

(3)十(6)を作ってみる。
官 戸圃 4:>_- i帥，t-Lp-jωtー土-:;-1 _ - ， - dω=1… … … … … … … … ……………… … … … .. '(161 

2πjJ 個

(8)を利用して ， 日目)は

f二ザιdW=TCj . .... . . .. 旨 .. . . . . . . . . . . . . . . . . . .... 噂 噌晶 9 ・ m

この式は実数の定積分が虚数になっているから誤りである。(3)一(6)から作った(12)も正しいか
どうか。



6 

f∞

三芋ιdω=JL ct〉0〉 …・・ 6 ・ .... … ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・ ・・(凶

。 一 ー
函数論の書を見ると次のような実積分がある。f∞組問 ・ : 

一一一一一司ax= ← ーx z 0・6
これは正しい。従ってこれから(12)はf=lの時は成立するし，tの iEの 任意の値に対し ても成立

することが証明されるが， 上記の 証明は誤った操作をした結果偶然結果が正しく出たというにすぎ
ない。

ではどこに誤りがあるか容易に見出すととはできないが， 誤りは証明の 頭初にある。

に対し
j 

f�開 。t L 11 σ>0) 一一-dp= ‘ …………・ …………-…...・H・..……( 1 )-j∞ p • lO (tくり

p=jω ・H・H・..……......・H・..……………...・H・..………..，・H・.....・H・..………(
2

)
とおいて (1)が次のように変形される。

としたが，

1 r∞ ej岨t J 11 (t>o) ・・…....・H・..…・・・……・・・…・一…・…・・……(3)
2πjJ ∞一面-(1(1)，= 10 (tくの ・……… 一 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4)

ここに誤りがある。元来(1)の積分路は虚軸を-j∞から+j""までではなくて図1の よ

+Jト

C 

-} 
図1

B 十

うに原点を右にさげている。_jo。からj主軸に沿うて 原点の近くの A点
まで，それから半円上を反時計式にBを通 って C点まで，Cから虚軸に
沿うて +jooまでである。従って-j∞からAまで， cから +j∞ま
ではp=jωとおいてよろしいが，AからBを通ってCまでは，p=jω 
とおくことができない。従って (3)， (4)は誤りである。では正し い証明
はどうか， 要するには)の積分を-j∞からAまで. AからCまで，C
からjo。までに分けて 正直に積分するより他ない。次がその 証明である。

1 rj∞ ept .1_ (1 (t>o) l 一一-dp=-! …………………( 1 ) - 2πj J -:i∞ P �t'- lO (tくの
Iを3つの部分に分ける。図1参照

1 r A ept 1 r eÞt 1 r j∞ept -ー土TI _::_ー-dp+一二一1 -=-;;;--d P十 一土ーI _::_ーπj J -J岨p �r I 2狩j J ABC P �t'T 2πj ) C P 
半円ABCの半径をαとすれば

r-ja eþt • ， 1 r ePt . 1 ( j∞eþt - -一;/ 一一-dp+一一一J _::_一ーの+一一一| 一ーの …-…・間Zπj J _j∞ p -r' 2πj J ABC P � r I 2πj ) ja p 
(18)の第1項第3項をまとめ，p=J，曲とおく。

1 í r-a d叫t r∞p_j..t "l 
第1項+第3項= τ去ァ11 で-d，ω+ I -=-:-:-dω1 

ω=-zとお き変形すれば

“'.J t.....す ∞ - . a � _.J 

j :;竺ιdω= f :ヲ勺z= j;弓竺dω=ー にう竺dω
途中でZをωと変えるの は， 定積分の 変数はおと書いてもzと書いてもωと書いても変らない

カミらである。
「閣ei吋_:e- j..t . 1 ( ∞sinωt 勢1項十第3項= τζTI -=---;-: - -dω= ー←| 一τ了=-d，ω

・… ・・……(19)1 J _ (1) π J _ (J) _'.J ・� a ""'" ... " a � 



(18)の館2項に対す計算では
p=G614=oc。吋十jtesinφ…….....・H・…….....・H・........・H・-……・・…・…・…側

dp=αje.i"'dφ 

とおかねばならない。
1 r与 pjlei"'t 胃 r子

第 2 項=ニァ J - 1< (idiajei"'dφ一 2;i J “ jeat∞時μt由州φZπj ) _..!!_ adj � r " � 'I' - 2πj J ___!!. 

円の半径αは如何程小くとっても差支 ないから， α→Oとする。

(19)から

ロ1)で

であるから，

故に

第1項叩項=+f 芹ιω

lim eatcos九jatsi岬=1
a→0 

第2項=売J7ij俳豆長j(; +与)→
f∞sinrot . 1 I=C第 1頃+第3頃〉十第2領= ; J

。
一王子:_d，ω+三一

..... .(21) 

....・・(22)
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この式の右辺は単位函数の実積分表示である。 よって単位函数の複素積分表示から実積分表示が

導かれた。


