
9 

連立一次方程式解法機の安定性に就いて

四 谷 平 治

On the Stability ()f SÏI叫ultaueous Equation Computer. 

Heiji YOTSUYA 

Solutions of problems arisillg ill the field of ellgineerillg llecessitaü� the solving of systems 

of lillear 日imultaneous equatiollS. Systems illv01ving Up to three eqmLtions can nonnally be 

so1ved quite readi ly by straight elimination methot!s. 'Vhell the number of equatiüllS exceeds 

three， howev巴r， the solutioll is not so simple. 

All向A nalogy Device" for 801 ving simultaneous linenr equ乱tions is tre[ted in this paper. It 

utilizes a nllmber of high gain ampli fier with multi.f刊d back system. The application of 

the feed back system always brings abülIt the problem of stable ωperatiOll. This stability 

problem has been thorollghly investigated in present p2lper. 

1. 緒 言
工学の分野に沿いて表われる数値計算の問題の内で， 困難なものの一つに連立)次方程式の根を

求めるものがある。 とれば未知数の数が3元の辺りまでは筆算によってもある程度容易に求められ

るのであるが， それ以ヒ未知数の数が増加すると計算に要する時聞が加速度的に増してくるので，

実際問題として不可能に近いものになってくる。 そのために種々の解法機が提案 され， 製作 されて

きたが(1)(2)， 大別して手動式のものと自動式のものとに分けるととが出来る。 手動式のものは手動

制御によって逐次近似に求める解に近づけて行くものであり， 自動式のもの自動制御によって与え

られた方程式の満足する平衡点にまで持って行き， 解を得ようとするものであるO 随って自動平衡

式では解法機を動作 させると自然に窮極の求める解まで行くので， その聞に何等入聞が干与する必

要がたく便利たものであるが， 解法機がある条件を満足すると， 解は不安定とたって定まらたい。

筆者がととで問題にするのはその点であって， 解法機として真空管回路を用ぃ rÍllllti.feeb back 

を行えば自動平衡式の解法機を作るととが出来るが， との際， 誤差を少くするために高増幅度の真

空管を用いるので， 自己発振を起す危険性が多分に出てくる。 自己発振を起したのでは解は不安定
となって定まらたいのである。 との点について研究した。

2. 理 論

解ζうとする連立一次方程式を次の如き形のものとする。
α11X1十α12X2十・・・・・・・・・・ ・・ …十α1nxn =b1

α21X1十α22X2十……・・ ……・・ 十α2nxn=b2 I ………...・H・..(1)

α:n1X1 -tαn2X2十・・・・・・・・・・・・・ -…十αnnxn=bn

との式で α11' α21，……3α聞及びb1> b2…... ，bn が与えられた量であり， Xl， X2，……， hが

求めめる未知量である。 そとで今n 個の真空管回路を考えて， との式の al1alogy を作るのである

が， X1，X21……，bn で真空管の出力電圧を表わし， b1.b2•……，bnn を入カ電庄とし， 又一方出力電

圧をα11，a21，"…バ聞の比でポテンシオメ{ク式に電圧を落して入力に feed hack するとすれ

ば第1図の虫nき回路が得られる。 ととでH Iま非常に大きい抵抗であり， A(p)は真空管の増幅率
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で周波数pの函数である。 との様にすると各段の真空管にかかっている電圧El，E2'……，Enは夫

々次の様になる。

E，= αllXl十α12X2+…… 十αlnxn -bl
1 ---

------ii十1
---- ..�-._-� 

E.= α21X1十α22X2+・…・・+α2nxn-b202 一一
一一五干1

En=.5!!!.内十αn2X2+…;一+ann�:n-bn

又各段の真空管の増幅率A (p)は等しいとすれば
お1 = A(p)E1
x2 =A(p)E2 

xn=A(p)En 

(3)式を(2)式に代入して

-・・(3)

(αl1-À)九十α12X2+・..............・・・十αlnxn=b1

a21xl十(α22 -À)X2十…..........・・・・・十a2nxn==九

α匂lXl+αη2X2十・..........・・・・・・・十(αrzn -À)Xn = b.処
n+1 

ととに À= 一一一 ...・H・..……・・(5)A (p) 

-・・(2)

....(4) 

随ってとれより(1)式を解とうとして構成した回路が実は(4)式を解くことになっているととが

知られる。(4)式は α11，α22……，ann の要素に共通にAたる誤挙を合んでいるO 故に誤差を少く

するにはAを小さく即ちA (p)を大きくするととが必要である。 とれば真空管の増幅率の大きいも

のを使用する必要がある。 しかもとれば未知量の数叫が大きい程その必要がある。 しかしとれだけ

たらば何も問題はたいのである。 即ち係数 a11，α22……，α聞 の要素のみに目盛りをつけるとき誤

差Aに相当する量だけ小さく目盛ってゐけば解決するととであるからである。 むしろ問題は別にあ

。。

さてÀ 1ま周波数pの函数であるから， ある適当た周波数pにおいて式(4)の係数で与えられる行

列式を零にするととがあり得る。

却ち
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α11-). α12………… αln 

α21 α22-). ・ H ・H ・ . . α2n = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6) 

α叫1 α叫……… α時四-).
を 満足す る と Krmner の定理 によって ， 唯一通りの解 は定ま ら友 く な るのであ る。 とれ を電気工
学の 方の立場か ら言えば， 式 (6) を満足す る). ， 随ってそれか ら 出 て く る周波数p で 回路は発振 を
起 し て い ると と を意味 し て い るO

更にpは ・般に複素数 と たってHî て く る が， その実数部が正であれば発振 は増大Lてゆ く と 考え
られ， 負であれば発振 は械衰 し てゆ く と 考え てよ いか ら ， と れ を 考慮に入れて函数論の写像の立場
か ら要約 し て 次の如 く 言 え る。

l十1第2図に示す如< p一 平岡で p=j∞→o→+j，刃 まで変化す る と A 一一一ー は A一平面で- A(p) 
閉曲献 を描 く が， との中 に

α11-). α12・・-…・・・・・・日1n

α2
1 。一一9・α

:

:

:

 

、dA9b・・・・・・
9u

 

α

 

α111 α112'・-………α1l11-À
を満足す る ).i(� = 1，2，……， n)の つでも入っておれ
ば， ζの 解法機 は不安定正 たり自己発振 を起す。

とれが安定判別の根本基準 と た る のであ る。 そ し て と
の行列式の n 1闘の根).i を求め ると と は永年方程式の岡
有値問題に他た ら な い。 随って と れか ら暗示 さ れ ると と
であ るが永年方程式の間有自立 を求め る 時 は ， ζの様 た回
路で発振周波数 を実測 し て (5) 式か ら れ を 計算 し て 出す と と が出来 る わけであ る。

解法機 と して は ， との 様た白己発振 を起 したので は ， 不安定 と たっ て解=は唯一通りに定め られな
い ので， 自己発振 を防止 したければ た ら た い。 とれ を防止す る 方法 と し て次のごうが考え られ る。

(1) 岡有値れを内部に一つ も 合まね様に閉曲線 を修正す る 方法。 とれば解法機の構造， 即ち真空
n+ 1 �_，.，_� _，� 管回路 を修正し て閉曲線王(p) の中 に間合値れが入 ら な い様にす るこ と を意味 し て い る。

n十1 � � .�・(2) 閉曲線 を固4じ し てれ を 修正 し て 閉曲棋の 外へtHナ方法。 とれば解法機の構造 を 変A(p) メJ
えた いで， 連立一次方程式の係数を以って作られ る ， 行列式の値 を 変え主主 いで， 係数の み を修正す
ると と を意味 し て い る。 ←般 に間有値 は 次の場合 に 変 わっ てく る。 即ち行 (又 は列) に或 る常数 を
乗ヂ る と と ， 或いは行 (又 lま列) に他の行 (又 は列) を 加 え 又 は引 く と ， 行列式の値 は 変 わ ら な い
で間有値が変 わ る も のであ る。 随って 方程式をそのまま解法機に入れた時に発振す る 場合で も ， 係

数 を 多少修正す る と と によって ， 安定 に動作 さ せ るととが出来 ると と に な る のであ る。
以上二つ の防止方法の内始 め の 方法 は ， 解法機の構造自身に予を加 え る と とに た るので， い つで

も都合よ く 出来 るか否か に疑問の点はあ るにして も ， 増幅率 A(p) Iま陽極負荷によって大体定ま る
と 見てよ い ので， 或る程度の見当はつ く のである。 後の方法 は行列式に予を加 えて修正す るもので，
行列式の性質が分つ てゐれば， 可成り簡単に目的を達す る ととが出来 る筈であ る。

p-平面 入ー平面
第2図

3. 実 値 例
実際の例 と し て 方程式
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1=x1 +0.4x2+O.1x8 
0= -0.9Xl +X2十0.4x8 � .... ・(7)
0= -0.2XI-0.4x2+X8 

を解く問題について考えてみる。 解法機の真空管回路とし
て抵抗容量結合の増幅回路を採用すれば， 第3図の如きも
のと1J.る。 図において

真空管 UY一生2 (f1 = 220 ri = 100KQ) 
R=lOl至。
C=lf1F 

r=10KQ 

第3図

)fCλz . . 
として使用周波数を1KCとすれば

À = �十1-
- A(p) :0汀3

+B 

4 1 ( 1 /� . �'， • � _ 0 .__O 0 _O n 1 一 巳 i 一一(R+Ri)+Rr十rrj十r;R � 
。

*入z

p-平面 λー平函
第4図
1-À 0.4 

一μ Rr l pc ，，_. ， _.. / ， _ .. . . " . ， - - ) 

4 1ζ =一一十一一・・・・…・・ ………(8) K I土常数
10 ' p 

ζの式で p=j∞→0→+j∞ とすれ ば A一平岡で
は第4図の如 き図形を得る。

J欠に方程式の方で問手J値 ÀÍは

-0_9 1- À 0.4 1 =0 

-0.2 -0 . 4  
À 3 -3 À  J) +3 .54 À -1.544 =0 

ζれ より À = l 1土j';-(j�5主一
とれを第4図に書 き込むミとAの不安定域に入っている。 即ちこの ま まで使ったのでは 発振を起すこ
とにたるのである。

との様に間有値れが総て不安定域にある場合には連立 次方程式の係数の符号を総べて反転する
と回有値を安定域へ持って行くととが出来る。 即ち

- l- À' -0.4 -0_1 
0.9 -l - À ' -0.4 I =0 

0 2 04 - l- À ' 
とすれば前の結果を利用して À'=-l -1 干h/可.54
とたって安定域へ入ってくる。 この様に行列式の性質にある程 度習熟 していると その場合に応じて
適当の方法を講ずるととに よって安定動作をさせるζとが出来るのである。

も う 一つの安定化の方法は連立方程式をその ま まにしておいて， 解法機の真空管 回路の特性を変
えて安定化さ せるものであって， 例えばζの場合には式 (8) より次の如〈言える。 即ち
f1→11、 ri→大 R→小 T→11、 にすればする程安定度は増大する。随ってこの様な場合

4 には真空管の増幅度を /1=220 より落 して 220x 1Ô = 88 まで規格を下げれば固有値 À l， À2'
ん の右へ不安定域を持って行く と 止 が出来るので安定化させることが出来る。 しか しとの為に誤
差が増大 してくるのは止むを得たい。
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4. 結 言
連立一次方程式の解法機は古〈から種々のものが提案されているが， 多くのものは手動式で逐次

近似を行って平衡点に持って行くものである。 ζれを本論文の様に multi-feed back の増幅器を

組合わせて自動平衡させるととが出来るわけであるが， との様にすると必然的に発振の問題が起っ

て， との吟味が必要とたってくるのである。本論文はとれを徹底的に解明したものである。

手動式のものは発振を起すととがたいから， 而倒た事を考えるより， むしろ手動式にした方がよ
い様にも思えるが， 実際は発振を起す様主主方程式は手動式でやっても ， たかたか逐次近似してくれ

たいので， 平衡点を求めて根を出すまでには相当の時間を要するものである。

尚自動平衡型で発振を起す場合安定化させる方法乏して， 次元数を或る方法によって2悠の方程
式に組み変えると必ずF安定にし得るのであるが， ζれでも次元数が増加するのは誤差を累積的に増

加させる結果にたるので， 必すしも良い方法とは言えたい。

終りに或る連立一次方程式が与えられた場合に， とれをそのまま解法機にかけるととは， 普通し
たいで， ある操作を施して都合のよい形に直してから解法機に入れるのであるが， ζの操作の方法
についてはととでは一切割愛した。 詳細は文献を参照して戴きたい。(3)(4)
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