
G R O U P S O F K N O T S O N T E M P L A T E S

K A Z U H I R O S A S A N O

1 . I N T R O D U C T I O N

A t e m pl a t e is a ki n d o f b r a n c h e d s u rf a c e w it h b o u n d a r y e q ui p p ed w it h s m o o t h e x p a n
-

si v e s e m ifl o w ･ B ir m an a n d W illi a m s [ B W l] [B W 2] s h o w ed t h a t , if a h y p e r b oli c ch ai n -

r e c u rr e n t s e t of a fl o w o n a t h r e e - m a n i fo ld is gi v e n , t h e r e e x is t s a t e m p l at e e m b ed d e d i n
t h e m a n i fo ld s u ch t h at t h e li n k of p e ri o d ic o r bi t s of t h e fl o w i s i n b ij e c t i v e c o r r e s p o n d e n c e
w it h t h e li n k o f p e ri o d i c o r bit s o n t h e t e m p l a t e ･ F u rt h e r m o r e o n a n

y fi n it e s u b li n k , t h is

c o r r e s p o n d e n c e is vi a a m bi e n t is o t o p y ･ T his i m pli e s t h a t ) t o i n v es ti g a t e k n o t t y p e s of

p e ri o d i c o r bit s of t h e fl o w , it is s u 氏ci e n t t o i n v e s tig a t e t h o s e o f p e ri o d ic o rb it s o n t h e

c o r r e s p o n d in g t e m p l a t e .

I n t his p a p e r w e c al c u l a t e g r o u p s of k n o t s o n s o m e k i n d s o f t e m pl a t e s i n t h e t h r e e

d i m e n sio n al s p h e r e t o s h o w t h e c o m pl e x it y of p e ri o d i c o r bit s o f 且o w s .

I n §2 w e p r e p a r e s o m e b a si c n o t a tio n s a n d d efi niti o n s a b o u t t e m p l at e s . I n §3 w e gi v e
s o m e n o t a tio n s a b o u t t h e L o r e n z k n ot s , t h a t is , t h e k n o t s o b t ai n ed a s p e rio di c o r b it s of

t h e L o r e n z t e m p l a t e ･ F u r t h e r m o r e w e c alc ul a t e s o m e f u n d a m e n t al g r o u p w hi ch w ill b e

n e c e s s a r y f o r o u r r e s u lt ･ I n §4 w e st a t e o u r m ai n t h e o r e m a n d gi v e it s p r o of .

2 . T E M P L A T E S A N D S K E L E T O N S

I n [B W 2] , B ir m a n a n d W illia m s p r o v e中th e e xi st e n c e o f k n o t h old e r s fo r h y p e r b olic
c h ai n r e c u r r e n t s e t s o f fl o w s o n t h r e e di m e n si o n al m a ni fo ld s . L a t e r k n ot h old e r s w e r e

r e n a m e d t e m pl a t e s ･ T h u s w e w ill c all t h e m t e m p l a t es in t h is p ap e r ･

D e fi n it i o n 2 ･ 1 ･ A t e m p l a t e i s a c o m p a ct b r a n c h ed s u rf a c e w it h b o u n d a r y i n a t h r e e

m a n if old b u ild lo c ally fr o m t w o t y p e s of ch a r t s : j oi n m 9 a n d s p litti n g . E a ch c h a r t
,
a s

ill u s t r at e d i n F ig u r e 1 , c a r ri e s a s e m ifl o w , e n d o w ITlg t h e t e m pl a t e w it h a n e x p a n d i n g
s e m in o w

l
a n d t h e g l ui n g m a p s b e t w e e n ch a r t s m u s t r e s p e c t t h e s e m in o w a n d a ct li n e a rl y

o n t h e ed g e s .

T h e o r e m 2 ･ 2 ･ [B W 2] G i v e n a P o w 4,i o n a th re e di m e n si o n al m a nif old M h a vi n g a h y -

p e rb olic ch ai n re c u r r e n t s e t , th e li n k L ¢ of p e ri o di c o rbit s i n th e c h ai n r e c u r r e n t s e t i s i n
bij e cti v e c o r r e s p o n d e n c e w ith th e li n k of p e ri odi c o rbit s L T O n a P a rti c u la r e m b ed d e d t e m -

p l a t e T ⊂ M ( w ith L T ?
O n t ai n i n 9 a t m o s t t w o e x t r a n e o u s O rbit s) 1 0 n a n y Ji ni t e s u bli n k ,

th i s c o r re s p o n d e n c e is vi a a m bi e n t is o t o p y ･

I n t h is p a p e r , w e w ill c o n sid e r fl o w s a n d t e m pl a t e s i n t h r e e d i m e n si o n al s p h e r e S
3

.

T h e si m p l e st s o r t of t e m p l a t e s i s t h a t b uild 丘
･

o m o n e J O l n i n g ch a r t a n d o n e s p li tt i n g
c h a r t ･ F o r e x a m p le , t h e L o r e n z t e m p l a t e [B W l] i s o b t ai n e d fr o m t h e L o r e n z a t t r a c t o r ,

D a te : S e p t e m b e r 1 , 2 0 0 1 .

-
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I I
(b)

F I G U R E 1 . ( a) a j oi n i n g c h a r t; (b) a s p lit ti n g c h a rt ･

a n d t h e h o r s e s h o e t e m p l a t e [B W 2] i s o b t ai n ed 丘
･

o m t h e i n d e x o n e ch ai n r e c u r r e n t s et of

t h e s u s p e n si o n fl o w of S m al e
'

s h o r s e sh o e m a p ･ S e e F ig u r e 2 ･

( a) (b)

F I G U R E 2 . ( a) th e L o r e n z t e m p l a t e;( b) th e h o rs e sh o e t e m p l a t e ･

T h es e t e m p l a t e s a r e t h o u gh t t o b e m a d e o f t h r e e p a rt s : o n e r e ct a n gl e , s a y t h e b a s e

re c t a n g le , a n d t w o a r m s st a r ti n g fr o m t h e b o t t o m ed g e o f t h e b a s e r e c t a n gl e a n d a r ri v i n g
a t i t s t o p ed g e ･ N o t e t h a t n o a r m i s

㍑

k n o t t e d
H

i n t h e s e t e m p la t es ･ T h e diff e r e n c e is w h e t h e r

t h e rig h t h a n d a r m is t w ist e d o r n o t ･ W e g e n er ali z e t h e m b y m a ki n g a r m s k n o t t e d a n d

t w ist e d . T b d e s c ri b e o u r g e n e r ali z a ti o n , w e l l e ed s o m e d e丘n iti o n s ･

D e 丘n itio n 2 . 3 . A t e m p l a t e is c all e d t o b e w ith t w o a r m s if it c o n sis t s of o n e J O l n l n g Ch a rt

a n d o n e s p li t ti n g c h a r t , lik e t h e L o r e n z t e m p l a t e a n d t h e h o r s e s h o e t e m p l a t e ･

D e fi n iti o n 2 A . A t e m p l a t e i s c a ll e d t o b e o ri e n t a ble if i t i s o ri e n t a bl e a s a b r a n c h e d

s u rf a c e . T h a t i s
,
if a dir e c ti o n t r a n s v e r s e t o t h e s e m i且o w is al w a y s p r e s e r v e d a l o n g t h e

s e m i且o w .

R ) r e x a m p le , t h e L o r e n z t e m pl a t e i s o ri e n t a b le , b u t t h e h o r s e s h o e t e m p l at e i s n o t ･

D e fi n iti o n 2 . 5 . L e t T b e a n o ri e n t a bl e t e m p l at e w i t h t w o a r m s . I t is c o n si d e r e d t o b e

m a d e of o n e b a s e r e c t a n gl e R a n d t w o a r m s; t h e left a r m w hi ch s t a rt fr o m l eft h alf of t h e

b o t t o m ed g e o f R , a n d t h e rig h t a r m . T h e o r bit of t h e s e m i fl o w t h r o u gh t h e left ed g e

( r c s p . ri gh t e d g e) o f it s b a s e r e c t a n gl e R w ill b e a k n o t i n S
3
, s a y K l ( r e s p ･ K 2) ･ L e t t l

( r e s p . t 2) b e t h e lin ki n g n u m b er o f a cl o s ed c u r v e o n t h e l eft ( r e s p ･ ri gh t) a r m p a r a ll el t o
K l ( r es p . K 2) w it h K 1 ( r e s p . K 2) ･ L et S k e l( T) b e t h e fi g u r e i n S

3
c o n sisti n g of t h e b a s e
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r e ct a n g l e R a n d t w o k n o t s K l a n d K 2 , a c c o m p a n i e d w i t h t w o n u m b e r s t l a n d t 2 ･ W e c all

S k el( T) th e s k el et o n of T ･

E x a m p l e 2 .6 . F ig u r e 3 s h o w s a n e x a m p le o f a t e m p l a t e a n d it s s k el et o n ･ I n t hi s e x a m pl e ,
K l i s a t r e fo il k n o t a n d K 2 i s a t riv i al k n o t , a n d t h e y a r e li n k e d . N u m b e r s

"

3
"

a n d
"

2
"

w rit t e n n e a r k n o t s i n d i c at e t l a n d t 2 r e s p e c tiv ely .

( a) (b)

F I G U R E 3 . ( a) a t e m p l at e
､
w it h t w o a r m s , a n d (b) it s s k el et o n ･

R e m a r ･k 2 . 7 . W e al w a y s a s s u m e t h a t K l a n d K 2 a r e O rie n t e d b y t h e d i r e c tio n o f t h e

s e m ifl o w ･ W e als o a s s u m e t h a t t h e t o t al s p a c e S
3
i s o ri e n t e d b y l eft

- h a n d s y s t e m ･

p r o p o sit i o n 2 . 8 . S u p p o s e w e w e gi v e n a fig u re i n S
3
,
c o n si sti n g 0f o n e r e c t a n g le R

a n d a t w o - c o m p o n e n t li n k K I U K 2 S u c h t h a t K l n R -

"

left ed g e Of 月
"

a n d K 2 n R -

"

ri g h t e dg e Of 月
"

メ
w it h t w o n u m b e rs t l a n d t 2 a tt a ch e d t o K l a n d K 2 re S P e C ti v ely ･ T h e n

w e c a n m a k e a n o ri e n t a ble t e m p l at e s u c h th at it s sk ele t o n i s t h e g i v e n B Lq u re ･

D e fi n it io n 2 . 9 . T h e t e m p l a t e a s i n P r o p o siti o n 2 .8 is d e n o t ed b y T e m p( K I U K 2 ; t l , t 2) I

P r o of of P r o p o siti o n 2 ･ 8 ･ R e pl a c e a c u r v e K l＼R b y a n a r r o w b a n d B I S u c h t h a t it s l o n g
ed g e s c o n si s t o f K l a n d a ?

u r v e p a r al l el t o K l i n a S eife r t s u rf a c e of K l , a n d o n e of it s

s h o r t e d g e s a r e gl u ed t o t h e t o p ed g e of R a n d t h e ot h e r t o t h e b o t t o m e d g e o f R ･ T h e n

e x p a l l d li n e a rly t h e s h o r t e d g e of B l a t t a c h e d t o t h e t o p e d g e of R t o t h e s a m e l e n g t h

a s t h e t o p ed g e o f R . F in ally c u t R a n d B l al o n g t h e t o p e d g e o f R a n d t w ist B l t l
-

ti m es . A p p l y si m il a r o p e r a ti o n s t o K 2 , T h e n gl u e B l t O t h e t o p e d g e of R fr o m t h e f r o n t ,
a n d gl u e B 2 t O t h e t o p e d g e o f R f r o m t h e r e a r . T h e n w e o b t ai n t h e r e q ui r ed t e m p l a t e

T e m p( K I U K 2; t l , t 2) ･
□
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A lth o u gh t e m p l a t es g e n er ally a d m it li n k in g o f K l a n d K 2 , W e n e ed t o r e st ri ct o u r

a t t e n t i o n t o a s p e cial c a s e fo r o u r m ai n r e s u lt .

D e fi n it i o n 2 . 1 0 . A t e m pl a t e w it h t w o a r m s is c all ed s p lit t a ble if th er e e x i st s a t h r e e b all

B 3 in S 3 s u ch t h at K l i s i n cl u d e d i n t h e i n t e ri o r of B
3
,
a n d K 2 i s i n cl u d ed i n t h e i n t e ri o r

of S 3 ＼B
3
,
a n d ∂B

3
n R - a

"

v e rt ial 1i n e
"

o f R .

R ) r e x a m p l e , t h e L o r e n z t e m p l at e a n d t h e h o r s e sh o e t e m p l a t e a r e s p lit t a b le , b u t t h e

t e m p l a t e s h o w n i n Fig u r e 3 i s n o t s p lit t a bl e sin c e ∬1 a n d ∬2 a r e li n k e d .

3 . T H E L o R E N Z T E M P L A T E

F o r t h e i n v e s tig ati o n o f t e m p l a t e s lik e T e m p( K I U K 2 ; t l , t 2) , t h e m o s t f u n d a m e n t al
o bj e c t is t h e L o r e n z t e m p l at e . I n t h is s e c tio n w e c o n sid e r a b o u t th e L o r e n z t e m pl a t e
m o r e p r e ci s ely .

I n t h i s s e c ti o n
,
l e t T o b e t h e L o r e n z t e m p l a t e ･ T o i s t h o u gh t t o b e T e m p( K I U K 2; 0 , 0) ,

w h e r e K I U K 2 is t h e u n lin k . F r o m t h e a s p e ct o f d y n a m ic al s y s t e m s , w e n e ed t o r e m e m b e r

h o w 77o is o b t ai n e d i n [B W l】.
Fi r s t of a ll w e c h o o s e a s m all n eig h b o r h o o d o f t h e L o r e n z at t r a c t o r i n 5

`3
,
w h ic h h a s

a l o c al p r o d u c t s t r u c t u r e b y l o c al s t a bl e m a n ifo ld s a n d l o c al u n st a ble m a nif old s . T h e n

w e o b t ai n t h e L o r e n z t e m p l at e 7lo b y s h ri n ki n g e a c h lo c al s t a bl e m a n if old t o a p oi nt .

C o n v e r s el y , w h e n T o is gi v e n , w e c a n r e - c o n s t r u c t a n eigh b o rh o o d a s a b o v e b y e x p a n di n g
77o t o t h e d i r e cti o n n o r m al t o T o i n S

3
, w e w rit e t h i s n ei gh b o r h o o d a s N ( T o) . F ig u r e 4

s h o w s N (77o) f o r t h e L o r e n z t e m p l a t e p l a c e d i n R
3

. w e i n t r o d u c e a c o o r d i n a t e s y s t e m s u c h

t h a t t h e c u b e a t t h e c e n t e r i s ト1 , 1] × ト1 , 1] ×[- 1 , 1] a n d t h e s q u a r e B s h ad o w ed i n F i g u r e
4 a t t h e c e n t er is ト1 , 1] × ト1 , 1] ×( 0) . T h e y - dir e ct io n is t h e st a bl e di r e c ti o n o f L o r e n z

fl o w , a n d b y s h ri n ki n g e a ch c o m p o n e n t o f t h e i n t e r s e ct i o n o f N (77o) a n d a y - d ir e cti o n al li n e

t o a p oi n t , w e o b t ai n t h e L o r e n z t e m p l at e ･ T h e s q u ar e [- 1 , 1] × ト1 , 1] ×( 1) c o r r e s p o n d s
t o t h e t o p e d g e of R , a n d ト1 , 1] × ト1 , 1] × ト 1) c o r r e s p o n d s t o t h e b o t t o m e d g e , a n d
B - ト1 , 1] × ト1 , 1] × (0) c o r r e s p o n d s t o o n e of t h e g lu e li n e s o f t h e j o iT

i n g c h a rt a n d

t h e s p litt in g ch a r t ･ W e m a y a s s u m e t h a t t h e n eig h b o r h o o d of t h e le ft a r m lS g l u e d t o t h e

b o t t o m f a c e of t h e c e n t e r c u b e a t ト1 ,
-

1/3] × ト1 , 1] × ( - 1) , a n d t h e n eigh b o r h o o d of
t h e ri g h t a r m is g lll e d a t [1/ 3 , 1] × ト1 , 1] × ( - 1) ･ N o t e t h a t t h is c o o r di n a t e i s n o t t h e

s a m e a s t h a t i n t h e o rlg l n al L o r e n z e q u a ti o n .

L e t K o b e a p eri o d i c o r bi t o f t h e s e m ifl o w . B y a p pl yi n g a n a m bi e n t is o t o p y if n e c e s s ar y ,

w e m a y r e g a rd K o a s a n e m b e d d e d cir cle i n N (Ilo) w hi c h i n t er s e c t s B o n t h e s e g m e n t

[- i , 1] x ( 0) x (0) . As s u m e t h a t K o n B c o n sis t s of n p oi n t s . W e n a m e t h e m b y n u m b e r s

(1 , 2 , ･ ･ ･

,
n ) , a n d a r r a n g e t h e m o n t h e s e g m e n t ト1 , 1] ×( 0) ×( Ol f r o m l eft t o ri gh t . T h e

o r bit K o is d iv id ed i n t o n s eg m e n t s b y t h e s e p oi n t s ･ T h e n , a s i n [B W l] , K o i s d e s c rib ed b y

? p
e r m u t a ti o n 7T O n (1 , 2 ,

･ ･ ･

,
n ) a s fo 1lo w s : W h e n t h e o r bi t s e g m e n t s t a rti n g fr o m a p oi n t

i m e e t s B a t a p oi n t i , w e d efi n e 7 T(i) -

j ･ T h e r e e x ist s a u ni q u e n u m b e r p s u ch t h a t t h e

o rb it s e g m e n t st a r ti n g f r o m i (i - 1 , 2 ,
･ ･ ･

, p) r u n s o n t h e left a r m , a n d t h e o r bi t s e g m e n t
st a r ti n g fr o m i (i -

p + 1 ,
･
･ ･

,
n) r u n s o n t h e ri gh t a r m . N o t e t h a t 7 T e nj o y s a p r o pe r t y

･ 7T( 1) < 7r(2) <
･ ･ ･

< 7 T( p) > 7 T( n) > 7 T( n - 1) > - > 7r( p + 1) . T h is p r o p e r t y i m p li es

t h a t 7T(p) - n
,
7T( p + 1) - 1

,
a n d th a t t h e s e t ( 7 T( 1) ,

I ･ .

, 7T( p)) c o m p le t el y d et er m i n e s t h e

p e r m u t a ti o n 7 T ･ F o r d -

p + 1 ,
･ ･ ･

, n , le t p j
- m i n(i - 1 , 2 , ･ ･ ･

, p l 7T(i) > 7 T(i)) ･ N o t e

t h a t 7 T(i) < 7r(p j) < 7 T(i + 1) , a n d if p j ～ 2 , 7T( p j - 1) < 打(i) < 7T(p j) ･
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F I G U R E 4

R e m a r k 3 . 1 . I n g e n e r a l, if T i s a n o ri e n t a bl e t e m p l a t e w it h t w o a r m s , t h e n a n y o r bi t i s

gi v e n b y a p e r m u t ati o n 7 T W hi ch e nj o y s t h e s a m e p r o p e r ti e s a s a b o v e ･ B u t if T i s n o t

o rie n t a b le
,
alt h o u g h a n y o r bi t c o r r e s p o n d s t o a p e r m u t a tio n , it s p r o p e rti e s a r e d i鮎 r e n t

fr o m t h o s e i n o rie n t a b le c a s e .

I n [ B W l] , t h e f u n d a m e n t al g r o u p o f S
3
＼K o w a s c alc u l at e d u si n g t h e s e i n f o r m a ti o n .

F o r o u r p u r p o s e t h ei r r e s u lt i s n o t s ufh ci e n t a n d w e h a v e t o c alc ul a t e t h e fu n d a m e n t al

g r o u p s of N ( T o)＼K o a n d it s o u t e r b o u n d a r y ･
T o c alc ul at e t h e m

,
w e fi x a b a s e p o i n t bo

- (0 , 1 , 0) o n B . W e ch o o s e n l o o p s o n B a n d

4 l o o p s o n a N ( T o) a s f oll o w s ･

D e fi n iti o n 3 . 2 . F o r i - 1
,
2
,

- I

,
n
,
l e t x i b e a l o o p o n B w h ic h s t a rt s fr o m b o , g o es

a r o u n d t h e p o i n t i cl o c k w i s e , a n d r e t u r n s t o b o . S e e Fi g u r e 5 . L et m 1 , m 2 , l1 , l2 b e lo o p s

o n a N ( T o) a s i n F ig u r e 6 . T h a t i s , m l i s a lo o p w hi c h s t a r t s f r o m b o , p a s s es t h r o u gh

(
- 1
,
1
,
0) , (

- 1
,

- 1
, - 1) , ( - 1/ 3 , - 1 , - 1) , (- 1/ 3 , 1 , - 1) , a n d r e t u r n s t o b o ･ m 2 St a rt s f r o m

b o , p a s s e s t h r o u gh ( 1/3 , 1 , - 1) , ( 1/ 3 ,
- 1
,

- 1) , ( 1 ,
- 1
,

- 1) , (1 , 1 , 0) , a n d r et u r n s t o b o ･ O n

t h e o t h e r h a n d
,
ll a n d l 2 a r e l o o p s w h i c h g o al o n g t h e a r m s o n t h e

"

fr o n t f a c e
"

of ∂N (77o) .

β

b
o

F I G U R E 5

B y id e n tif yin g t h e s e l o o p s a s ele m e n t s of f u n d a m e n t al g r o u p s w i t h t h e b a s e p oi n t b o ,

w e h a v e :

- 5 -
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T h e o r e m 3 .3 . F o r t h e L o re n z t e m p l a t e T o a n d a p e ri o di c o rb it K o o n 7lo gi v e n by a

p e r m u t a ti o n 7T O n (1 , 2 , ･ . ･

,
n ) ,

( 1) 7T l( N ( T o)＼K o) h a s a p r e s e n t ati o n a s f o llo w s :
G e n e r at o rs : x l , .7: 2 ,

- ･

,
X
n ,
ll , l2 .

R el a ti o n s : l｢
1
x il l - X T (i) (i

- 1
,
2
,

-

, p) ,
l
2
1 1 x
j
l2 - X =(

1

p) 瑞_ 1)
- I ;(
1

pj )
X
q o･) LT T (p , )

- X
q ( p - 1)

X
甘( p)

(i -

p + 1 ,
･ ･ ･

, n) ･

( 2) 7T l( ∂N ( T o)) i s g e n e r a t e d b y ll , l2 , m l , m 2 W it h a r el ati o n

m T
l
l
l
- 1 ,

m ill - m 212
- 1
m 2

- l
l2 ･

(3) I n 7 r l( N ( T o)＼K o) , m l - X I X 2
･ ･ . X

p
a n d m 2 - X

p + 1
- X

n
･

P r o of (1) I t i s o b vi o u s t h a t 7T l( N ( T o)＼K o) is g e n e r a t ed b y x l , a
･

2 ,
-

,
a
･

n ,
ll , l2 ･ T o o b t ai n

t h e r ela ti o n s a m o n g t h e m , it i s s ufB ci e n t t o k n o w h o w t h e
"

p u s h -f o r w a r d
"

o f e a c h 二r i alo n g

t h e o rb i t s e g m e n t is r e p r e s e n t e d b y a
l

i
'

s . N o t e t h at t h e
"

p u s h -f o r w a r d
"

i s gi v e n b y l l
- 1 x il l

if i ≦ p a n d l2
- r x
j
l2 if j > p . F o r i - 1

,
2
,

- ･

, p , t h e
"

p u sh
-f o r w a r d

"

o f x i is j u s t e q u al t o

x
T (i) Si n c e t h er e is n o k n o t s e g m e n t i n fr o n t of t h e s e g m e n t f r o m x i t O a

･

T (i) . T h i s g lV eS

t h e fi r s t p r el a ti o n s I F o r J -

P + 1 ,
･ ･ ･

,
n
,
t h e

㍑

p u s h
-f o r w a r d

刀

of x
j
l S a lo o p o n B a s i n

F i g u r e 7 , a n d it i s r e p r e s e n t e d a s x n7 p) 瑞M l)
･

A ･ X
q7 p
.,,
)
x
打 (メ)
a
l

q ( p
.
, )

･ ･ ･ X
q ( pl l)

X
n (p)

･ T h i s

c o m p le t es t h e p r o o f of (1) .

(2) a N ( T o) i s a clo s e d s u rf a c e o f g e n u s 2 , a n d l o o p s m l , m 2 , l l , l2 f o r m a s y st e m o f g e n
-

e r at o r s , w hi ch i s s t a n d a r d e x c e p t f o r t h eir o ri e n t at io n s . B y t a ki n g a c c o u n t of o ri e n t a ti o n ,

t h e r e s tllt is o b v i o u s .

(3) i s i m m ed i a t e fr o m d efi ni ti o n s ･

4 . G R O U P S O F K N O T S O N S P L I T T A B I J E A N D O R I E N T A B L E T E M P L A T E S

- 6 -
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W I T H T W O A R M S .

P e rio d ic o r bit s of t h e s e m ia o w o n a t e m p l at e a r e c o n sid e r ed a s k n o t s . I n t his s e ct i o n w e

s t a t e a n d p r o v e o u r m ai n r e s ult a b o u t g r o u p s of t h e s e k n ot s o n s p lit t a bl e a n d o rie n t a b le

t e m p l a t e s w i t h t w o a r m s .

T h e o r e m 4 . 1 . L e t T - T e m p( K I U K 2 ; t l , t 2) b e a n s p litt a ble a n d o ri e n t a ble t e m p l a t e

w ith t w o a r m s . L e t G i b e th e k n o t g r o u p of K i ,
･

th a t is , G i - 7 T1( S
3

- K i) (i - 1
,
2) , a n d

s u p p o s e th at G i i s p r e s e n t e d a s

G e n e r a t o r s I ^ i , P i , y i(i) (i - I , 2 ,
･ ･ ･

, n i) ,
R ela ti o n s : R i(k) ( k - 1

,
2
,

･ ･ ･

,
ri) ,

w h e re 入i is th e l o n git u d e of K i a n d p i i s th e m e ri di a n of K i , a n d R i(k) i s a r ela ti o n i n

^ i , F L i , a n d y i(i)
'

s ･

L e t K b e th e k n o t of a p e ri o di c o rb it o n T g i v e n b y a p e r m u t a ti o n 打 O n ( 1 , 2 ,
-

,
n ) ･

T h e n 7 T l( S
3
＼K ) i s p r e s e n t e d a s f oll o w s :

G e n e r a t o r s : x l , X 2 ,
･ ･ ･

,
X n , l l , l2 , m l , m 2 ,

^ i , FL i , y i(i) (i - 1
,
2 ; i - 1 , 2 ,

･ ･ ･

, n i) ･

R el a ti o n s :

;i
l

l::I
.

1

1

1

2

=

=芸
T

q

-
'

(

i:) x
'

T

i
(

1

p

=

: ,
,
2
,

-

, p' ,
･ ･

･

x
T

-

(

l

p
.

/

i)
x
杓)
X
巾 j)

- X
w ( p- 1)

X
q ( p)

(i -

p + I ,
･ ･ ･

,
n) ,

m l
= X I X 2

‥ ･ a
l

p ?
m 2

= X
p + 1

･ ･ ･ X n l

m T
1
1r
l
m lll - m 2 12

- 1
m 2
- 11 2 ,

入i
l
p l 入1 〃T

1
- A
,
N I
FL言
1
入2F L 21 ,

li -

F L{
'L.I 入i , m i -

P i (i - 1
,
2) ,

R i( k) (i - 1
,
2; k - 1

,
2
,

･ ･ ･

,
r i) ･

p r o of . L et K . b e a L o r e n z k n o t gi v e n b y 7 T O n t h e L o r e n z t e m p l a t e T o ･ T h e n S 3 ＼K i s

r e g a rd ed a s ( N ( T o)＼K o) ∪¢( S
3
＼N( T)) . T h e y a r e gl u e d b y a h o m e o m o r p hi s m 4 , ‥ ∑2 -

∂N ( T o) - ∑2 - ∂( S
3
＼N( T)) , w hi ch r e s p e c t s t l a n d t 2 a S t W i st i n g ･ S i n c e T is s pli t t a b le ,

s
3
＼N ( T) i s t h o u gh t t o b e M I U M 2 , W h e r e M i - B

3
＼( N ( K i) u p i) a n d P i 竺 D

2
× D
'

i s a n ei gh b o r h o o d o f left o r ri gh t h alf o f t h e b a s e r e ct a n gl e R w h i c h l o o k s lik e a
"

p l u g
"

c o n n e c ti n g a B
3
a n d a N ( K i) (i - 1

,
2) a s in Fig u r e 8 ･

w e fi r s t h a v e t o c al c ul a t e 7T l( M i) , a n d t h e n 7 T l( S
3
＼N ( T)) .

L e m m a 4 . 2 . 7T l( M i) - 7Tl( S
3
＼N ( K i)) (i - 1

,
2)

-

7
-
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p r o of . Si n c e M i U P i - B 3＼N ( K i) a n d M i n P i 竺 S
l
x D
2
a n d t h e g e n e r a t o r of 7Tl( S

l
x D
l
)

is n u ll h o m o t o p i c i n M i, W e O b t ai n 7T l( M i) - 7T l( B
3
＼N ( K i)) b y v a n K a m p e n

'

s t h e o r e m ･

7 T l( B
3
＼N( K i)) is a p p a r e n tl y e q u al t o 7 T l( S

3

＼N( K i)) ･

□

L e m m a 4 . 3 .

( 1) 7 T l( S
3
- N ( T)) is gi v e n b y :
G e n e r a t o rs : l i , P i , y i(i) (i - 1

,
2 ; i - 1

,
2
,

･ ･ ,

,
n i) ,

R el ati o n s : R i( k)(i - 1
,
2 ; k - 1

,
2
,

･ ･ ･

,
r i) ･

(2) 7T l(∂( S
3
＼N ( T))) i s g e n e r a t ed b y 入1 , 入2 , P l , F L 2 W ith a r el a ti o n 入T

l
p l 入1 P {

1
-

入
2

- 1
F L言
1
入2 FL 2 .

p r ･o of . Si n c e S
3
＼N ( T) -

,
M I U ∂B 3＼D

2 M 2 a n d ∂B
3
w
2 is c o n t r a c tibl e

,

て
a n K a m p e n

'

s

t h e o r er
?
i m p li e s (1) ･ (2) i s e as y b e c a u s e ∂( S

3
＼〟( T)) is a s u rf a c e of g e n u s 2 o b t ain ed

b y gl u e l n g ∂N ( K l) ＼D
2
a n d ∂N ( K 2) ＼D

2
al o n g a cir cl e r e p r e s e n t i n g 入;

1
p l入1 P T

1
-

人言
1

F L言
1
入2 P 2 . T h is c o m p l et e s t h e p r o of ･ □

p r o of of T h e o re m 4 . 1 ( c o n ti n u e d) . S i n c e S
3
＼K - ( N ( T o) ＼K o) ∪¢( S

3
＼N ( T)) , a n d

b o t h of 7 r l( N ( TTo) ＼K o) a n d
.
7T l( S

3
＼N ( T)) ar e alr e ad y c al c ul a t ed , o u r r e s ult is e a sily

o b t ai n ed b y v a n K a m p e n
'

s t h e o r e m b e c a u s e t h e gl u ei n g m a p めs a ti s fi e s 4, #(li) -

P{
t j 入i

a n d ¢#( m i) -

P i (i - 1
,
2) , w h e r e ¢# i s t h e m a p i n d u c e d b y

'

¢ o n t h e f u n d a m e n t al

g r o u p s ･
□

R E F E R E N C E S

【B W l] J ･ B ir m a n a n d R ･ W illi a m s
,
K n o u e d p e r i o d i c o r b its i n d y n a m i c a l s y s te m s J : L o r e n z

'

s eq u a ti o n s ,

T o p o l o g y 2 2 ( 1) ( 1 9 8 3) , 4 7- 8 2 .
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[ B W 2] I . B i r m a n a n d R . W illia m s
,
K n o tt e d p e ri o d ic o r b its i n d y n a m i c al s y s t e m s - I I : k n o t h old e r s f o r

P b e r ed k n o ts , C o n t ･ M a t h ･ 2 0 ( 1 9 8 3) , 1 - 6 0 ･

[ G] R . G h r ist
,
B r a n c h e d t w o - m an if o ld s s u p p o rti n g al l lin k s , T o p ol o g y 3 6( 2) ( 1 9 9 7) , 4 2 31 4 4 8 .

[ G H S] R ･ C h ri st
,
P ･ H o l m e s

,
a n d M ･ S
,
u lli v an

,
K n o ts a n d li n k s i n th r e e- d i m e n si o n a l j‡o w s ･ Le c t u r e

N o t e s i n M a t h e m a ti c s 1 6 5 4
,
S p ri n g e r , 1 9 9 7 .
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