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概要

AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，一対比較行列を基に，

評価基準や代替案の重要度が求められる。重要度の算出には，通常，固有値法

または幾何平均法を用いる。表計算ソフトを用いる場合は，幾何平均法が簡便

であるが，固有値を求めないので，AHPの最大の特長とも言える整合度の計

算が行われない。そこで本論文では比較項目が 5つを超える場合にも，フレー

ム法により固有多項式の係数が計算されることから，Microsoft社の Excelに

よる固有値および重要度の求め方が有効であることを示す。

１　はじめに

AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，重要度の計算に幾

何平均法を用いることにより，その手順を表計算ソフトで簡単に実行するこ

とができる。ウエイトの計算に GEOMEAN関数が使え，総合重要度の計算に

SUMPRODUCT関数が使えるからだ。ただし，幾何平均法で問題になるのは，

整合度の計算である。幾何平均法による整合度の計算法も提唱されてはいる

が，あまり一般的ではない [13]。整合度は通常固有値法によって求められる。

AHPの固有値法においては，       次の一対比較行列           に対し，固有値問題
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も提唱されてはいるが，あまり一般的ではない[13]。整合度は通常固有値法によって求めら
れる。AHP の固有値法においては，𝑛𝑛 次の一対比較行列 𝐴𝐴 に対し，固有値問題 
 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐴𝐴 
 
を解き，重要度 𝐴𝐴 と求められた最大固有値 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 により整合度 
 

𝐶𝐶. 𝐼𝐼. = 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 1  

 
を計算し，評価の一貫性を判断する[2][5][13]。固有値問題を数値的に解くためには，一般
にべき乗法が用いられる[5][13]。Excel によるべき乗法の適用は高萩他[11]に詳しい。行列
演算さえできれば，どのような表計算ソフトでも実行可能なのがこの方法の利点である。た
だし Apple 社の Numbers では，行列やベクトルの積を求める Excel の MMULT 関数が非
対応であるので[14]，仕込みがやや煩雑になる。 
 本論文で扱うのは 𝑛𝑛 ≥ 5 の時である。この場合でも，固有多項式の係数がフレーム法[4]
を使えば，簡便な形で書けることから，ニュートン法が適用可能になり，簡単に固有値を求
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を解き，重要度          と求められた最大固有値　　 により整合度

を計算し，評価の一貫性を判断する [2][5][13]。固有値問題を数値的に解くた

めには，一般にべき乗法が用いられる [5][13]。Excelによるべき乗法の適用は

高萩他 [11]に詳しい。行列演算さえできれば，どのような表計算ソフトでも

実行可能なのがこの方法の利点である。ただし Apple社の Numbersでは，行

列やベクトルの積を求める ExcelのMMULT関数が非対応であるので [14]，

仕込みがやや煩雑になる。

本論文で扱うのは　　          の時である。この場合でも，固有多項式の係数がフ

レーム法 [4]を使えば，簡便な形で書けることから，ニュートン法が適用可能

になり，簡単に固有値を求めることができる。その結果を基にすれば最小二乗

法の考え方を用いて [1]，最適化問題の解を探索する Excelの強力なアドイン

機能である Solverを利用して，重要度の計算ができる。

尚，本論文は [7][8]の継続研究であるので，記述内容はこれらに従う。

２　ニュートン法による固有値

2.1　ヒューリスティック解法の試み

一般に       次の一対比較行列　　　　       は，逆数性（reciprocal）

を満たすことから，その固有多項式は，
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し，幾何平均法で問題になるのは，整合度の計算である。幾何平均法による整合度の計算法
も提唱されてはいるが，あまり一般的ではない[13]。整合度は通常固有値法によって求めら
れる。AHP の固有値法においては，𝑛𝑛 次の一対比較行列 𝐴𝐴 に対し，固有値問題 
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解を探索する Excel の強力なアドイン機能である Solver を利用して，重要度の計算ができ
る。 
 尚，本論文は[7][8]の継続研究であるので，記述内容はこれらに従う． 
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であることが示されている[9]。𝜆𝜆𝑛𝑛−2 の係数は 0 であることに注目されたい。したがって，
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であるため[9]，𝑐𝑐3 の計算は容易であるが，問題は 𝑐𝑐4 の計算である。𝑐𝑐4 の計算を回避する
ために，固有多項式の代わりに 
 

𝑄𝑄𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆5 − 5𝜆𝜆4 + 𝑐𝑐3𝜆𝜆2 − det𝐴𝐴 
 
を使い，その零点を求めることで，固有値のヒューリスティック値としてみた。数値例とし
て用いる一対比較行列は次の行列とする[13]。 
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能を持っていると言えよう。

2.2　フレーム法と正確なニュートン法

一般に       次の一対比較行列　　　　       の固有多項式，

の係数　はフレーム法で求めることができる [4]。　　　　　　　   とおき，

とすれば，逐次，固有多項式の係数が得られる。

であるので，固有方程式

の解をニュートン法 [12]で求めることができる。一般に　　　　      であること

が知られているので [2][5][13]，本論の数値例の初期解は　　　     とした。反復

は以下の漸化式で与えられる。
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Excel による高次の一対比較行列の重要度の計算法 
白石俊輔 
小畑経史 

 
概要 

AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，一対比較行列を基に，評価基準や代
替案の重要度が求められる。重要度の算出には，通常，固有値法または幾何平均法を用いる。
表計算ソフトを用いる場合は，幾何平均法が簡便であるが，固有値を求めないので，AHP
の最大の特長とも言える整合度の計算が行われない。そこで本論文では比較項目が 5 つを
超える場合にも，フレーム法により固有多項式の係数が計算されることから，Microsoft 社
の Excel による固有値および重要度の求め方が有効であることを示す。 
 
Key words : 一対比較行列，重要度，固有値，ニュートン法，フレーム法，Excel，Solver 
 
1 はじめに 
 AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，重要度の計算に幾何平均法を用い
ることにより，その手順を表計算ソフトで簡単に実行することができる。ウエイトの計算に
GEOMEAN 関数が使え，総合重要度の計算に SUMPRODUCT 関数が使えるからだ。ただ
し，幾何平均法で問題になるのは，整合度の計算である。幾何平均法による整合度の計算法
も提唱されてはいるが，あまり一般的ではない[13]。整合度は通常固有値法によって求めら
れる。AHP の固有値法においては，𝑛𝑛 次の一対比較行列 𝐴𝐴 に対し，固有値問題 
 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐴𝐴 
 
を解き，重要度 𝐴𝐴 と求められた最大固有値 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 により整合度 
 

𝐶𝐶. 𝐼𝐼. = 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 1  

 
を計算し，評価の一貫性を判断する[2][5][13]。固有値問題を数値的に解くためには，一般
にべき乗法が用いられる[5][13]。Excel によるべき乗法の適用は高萩他[11]に詳しい。行列
演算さえできれば，どのような表計算ソフトでも実行可能なのがこの方法の利点である。た
だし Apple 社の Numbers では，行列やベクトルの積を求める Excel の MMULT 関数が非
対応であるので[14]，仕込みがやや煩雑になる。 
 本論文で扱うのは 𝑛𝑛 ≥ 5 の時である。この場合でも，固有多項式の係数がフレーム法[4]
を使えば，簡便な形で書けることから，ニュートン法が適用可能になり，簡単に固有値を求
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めることができる。その結果を基にすれば最小二乗法の考え方を用いて[1]，最適化問題の
解を探索する Excel の強力なアドイン機能である Solver を利用して，重要度の計算ができ
る。 
 尚，本論文は[7][8]の継続研究であるので，記述内容はこれらに従う． 
 
2 ニュートン法による固有値 

2.1  ヒューリスティック解法の試み 
一般に 𝑛𝑛 次の一対比較行列 𝐴𝐴 = (𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖) は，逆数性（reciprocal） 
 

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

 

 
を満たすことから，その固有多項式は， 
 

𝑃𝑃𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝜆𝜆𝑛𝑛−1 + 𝑐𝑐3𝜆𝜆𝑛𝑛−3 +⋯+ (−1)𝑛𝑛det𝐴𝐴 
 
であることが示されている[9]。𝜆𝜆𝑛𝑛−2 の係数は 0 であることに注目されたい。したがって，
高次の，例えば 5次の一対比較行列に対する固有多項式は， 
 

𝑃𝑃𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆5 − 5𝜆𝜆4 + 𝑐𝑐3𝜆𝜆2 + 𝑐𝑐4λ − det𝐴𝐴 
 
となる。ここで， 
 

𝑐𝑐３ = ∑ (2−
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗

− 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗

)
𝑖𝑖<𝑖𝑖<𝑗𝑗

 

 
であるため[9]，𝑐𝑐3 の計算は容易であるが，問題は 𝑐𝑐4 の計算である。𝑐𝑐4 の計算を回避する
ために，固有多項式の代わりに 
 

𝑄𝑄𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆5 − 5𝜆𝜆4 + 𝑐𝑐3𝜆𝜆2 − det𝐴𝐴 
 
を使い，その零点を求めることで，固有値のヒューリスティック値としてみた。数値例とし
て用いる一対比較行列は次の行列とする[13]。 
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5 回の反復で収束したことがわかる。注意すべきなのは、この値は 

 
𝑄𝑄𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆5 − 5𝜆𝜆4 + 𝑐𝑐3𝜆𝜆2 − det𝐴𝐴 = 0 

 
の解であり， 
 

𝑃𝑃𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆5 − 5𝜆𝜆4 + 𝑐𝑐3𝜆𝜆2 + 𝑐𝑐4λ − det𝐴𝐴 = 0 
 
の解ではないことである。𝑄𝑄𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 0 の解，𝜆𝜆 = 5.2472を用いて重要度のウエイトベクトル
を最小二乗法の考え方に基づいて Solver で求めたところ， 

𝜆𝜆 = 5.2471,𝑤𝑤1 = 0.2100,𝑤𝑤2 = 0.5219,𝑤𝑤3 = 0.1677,𝑤𝑤4 = 0.0604,𝑤𝑤5 = 0.0398 
となった。これを，固有値法を実装した「好きメーター」[3]で求めると 正確な固有値は
𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 5.253,  固有値法による重要度ウェイトは𝑤𝑤1 = 0.21,𝑤𝑤2 = 0.521,𝑤𝑤3 = 0.168,𝑤𝑤4 =
0.061,𝑤𝑤5 = 0.04となる。ヒューリスティック解としては十分ではないだろうか。 
尚，幾何平均法では，𝜆𝜆 = 5.251,𝑤𝑤1 = 0.214,𝑤𝑤2 = 0.521,𝑤𝑤3 = 0.163,𝑤𝑤4 = 0.061,𝑤𝑤5 = 0.04 
となる。幾何平均法と比較しても，十分に有効な性能を持っていると言えよう。 
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の係数 𝑐𝑐𝑘𝑘 はフレーム法で求めることができる[4]。𝑐𝑐0 = 1,𝐴𝐴0 = 𝐸𝐸 とおき， 
 

𝑐𝑐1 = −Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴0),𝐴𝐴1 = 𝐴𝐴𝐴𝐴0 + 𝑐𝑐1𝐸𝐸 

𝑐𝑐2 = −Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴1)
2 ,𝐴𝐴2 = 𝐴𝐴𝐴𝐴1 + 𝑐𝑐2𝐸𝐸 
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𝑐𝑐𝑘𝑘 = −Tr(𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘−1)
𝑘𝑘 ,𝐴𝐴𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝐸𝐸 

 
とすれば，逐次，固有多項式の係数が得られる。 
 

𝑃𝑃𝐴𝐴′(𝜆𝜆) = 𝑛𝑛𝜆𝜆𝑛𝑛−1 + (𝑛𝑛 − 1)𝑐𝑐1𝜆𝜆𝑛𝑛−2 + ⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑛−1 
 
であるので，固有方程式 
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の解をニュートン法[12]で求めることができる。一般に 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ≥ 𝑛𝑛 であることが知られて
いるので[2][5][13]，本論の数値例の初期解は 𝜆𝜆1 = 5 とした。反復は以下の漸化式で与え
られる。 
 

𝜆𝜆𝑘𝑘+1 = 𝜆𝜆𝑘𝑘 −
𝑃𝑃𝐴𝐴(𝜆𝜆𝑘𝑘)
𝑃𝑃𝐴𝐴′(𝜆𝜆𝑘𝑘) 

 
フレーム法の実行が下図３である。MMULT 関数を用いた。 
 

 
図 3 

 
ニュートン法を Excel に組み込み，実行したものが下図４となる。フレーム法により，𝑐𝑐1~𝑐𝑐5 
の計算ができているので数式入力は容易である。図４に見るように，5 回の反復で収束し
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𝑃𝑃𝐴𝐴(𝜆𝜆𝑘𝑘)
𝑃𝑃𝐴𝐴′(𝜆𝜆𝑘𝑘) 

 
フレーム法の実行が下図３である。MMULT 関数を用いた。 
 

 
図 3 

 
ニュートン法を Excel に組み込み，実行したものが下図４となる。フレーム法により，𝑐𝑐1~𝑐𝑐5 
の計算ができているので数式入力は容易である。図４に見るように，5 回の反復で収束し
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フレーム法の実行が下図３である。MMULT関数を用いた。

図 3

ニュートン法を Excelに組み込み，実行したものが下図４となる。フレーム法

により， ~  の計算ができているので数式入力は容易である。図４に見るよ

うに，5回の反復で収束したことが分かる。

図 4

３　Solver による重要度

表計算ソフトウエアによる，固有ベクトルと重要度の計算は，高萩ら [11]

によるべき乗法による実現が有用であるが，ここではあえて Excelの Solver 

を用いた方法を提案したい。
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ニュートン法を Excel に組み込み，実行したものが下図４となる。フレーム法により，𝑐𝑐1~𝑐𝑐5 
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重要度の初期値として　　　　　　　　　　　　　　　　　　　        を用いた。

これに対し積　     を入力したものが図 5となる。MMULT関数を用いた。

図 5

またニュートン法で計算した固有値を使って　　　          を入力したものが図 6

となる。

図 6

          が固有ベクトル（重要度）であれば，　　　　　　　　     となるので，最小

二乗法の考え方に倣い，　　　　　　　　   の最小二乗和を入力したものが順

に，図 7,8 となる。

図 7

 

 6 

たことが分かる。 
 

 
図 4 

 
3 Solver による重要度 
表計算ソフトウエアによる，固有ベクトルと重要度の計算は，高萩ら[11]によるべき乗法
による実現が有用であるが，ここではあえて Excel の Solver を用いた方法を提案したい。 
重要度の初期値として 𝑤𝑤1 = 1

5 ,𝑤𝑤2 = 1
5 ,𝑤𝑤3 = 1

5 ,𝑤𝑤4 = 1
5 ,𝑤𝑤5 = 1

5  を用いた。これに対し積 𝐴𝐴𝑤𝑤 
を入力したものが図 5となる。MMULT 関数を用いた。 
 

 
図 5 

 
またニュートン法で計算した固有値を使って 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑤𝑤 を入力したものが図 6 となる。 
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 1 

Excel による高次の一対比較行列の重要度の計算法 
白石俊輔 
小畑経史 

 
概要 

AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，一対比較行列を基に，評価基準や代
替案の重要度が求められる。重要度の算出には，通常，固有値法または幾何平均法を用いる。
表計算ソフトを用いる場合は，幾何平均法が簡便であるが，固有値を求めないので，AHP
の最大の特長とも言える整合度の計算が行われない。そこで本論文では比較項目が 5 つを
超える場合にも，フレーム法により固有多項式の係数が計算されることから，Microsoft 社
の Excel による固有値および重要度の求め方が有効であることを示す。 
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1 はじめに 
 AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，重要度の計算に幾何平均法を用い
ることにより，その手順を表計算ソフトで簡単に実行することができる。ウエイトの計算に
GEOMEAN 関数が使え，総合重要度の計算に SUMPRODUCT 関数が使えるからだ。ただ
し，幾何平均法で問題になるのは，整合度の計算である。幾何平均法による整合度の計算法
も提唱されてはいるが，あまり一般的ではない[13]。整合度は通常固有値法によって求めら
れる。AHP の固有値法においては，𝑛𝑛 次の一対比較行列 𝐴𝐴 に対し，固有値問題 
 

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝐴𝐴 
 
を解き，重要度 𝐴𝐴 と求められた最大固有値 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 により整合度 
 

𝐶𝐶. 𝐼𝐼. = 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑛𝑛
𝑛𝑛 − 1  

 
を計算し，評価の一貫性を判断する[2][5][13]。固有値問題を数値的に解くためには，一般
にべき乗法が用いられる[5][13]。Excel によるべき乗法の適用は高萩他[11]に詳しい。行列
演算さえできれば，どのような表計算ソフトでも実行可能なのがこの方法の利点である。た
だし Apple 社の Numbers では，行列やベクトルの積を求める Excel の MMULT 関数が非
対応であるので[14]，仕込みがやや煩雑になる。 
 本論文で扱うのは 𝑛𝑛 ≥ 5 の時である。この場合でも，固有多項式の係数がフレーム法[4]
を使えば，簡便な形で書けることから，ニュートン法が適用可能になり，簡単に固有値を求
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𝑤𝑤 が固有ベクトル（重要度）であれば， 𝐴𝐴𝑤𝑤 − 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚w = 0となるので，最小二乗法の考え
方に倣い，‖𝐴𝐴𝑤𝑤 − 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑤𝑤‖2 の最小二乗和を入力したものが順に，図 7,8 となる。 
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あとは重要度の合計が 1 となるように制約を置き（図 9），‖𝐴𝐴𝑤𝑤 − 𝜆𝜆𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑤𝑤‖2の最小値を求
めるようにして（理論上最小値は 0 である），Solver に解かせればよい[1]（図 10）。 
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図 11 が計算結果となる。

図 11

４　まとめ

固有値および重要度は，たとえばWebアプリの「好きメーター」[3]で計算で

きる。それによると，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　　     が得られる。
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　　　　　　　　　　　　　　　　　であるので，固有値も重要度も実用

的な精度で計算が行えたものと考えることができる。この例では整合度

は　　　　　　　　であるので，整合的と判定してよい [5][13]．固有多項式

が簡単な　　　        に比べると [6][7][8]，固有多項式が複雑になる　　          の場合

も，本論で示したフレーム法の活用により，固有値および重要度を求めるこ

とができた。

尚，ニュートン法において，初期値をうまくとらないと，収束しないことが

ある（下図 12）[8]。
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概要 

AHP（Analytic Hierarchy Process，階層分析法）では，一対比較行列を基に，評価基準や代
替案の重要度が求められる。重要度の算出には，通常，固有値法または幾何平均法を用いる。
表計算ソフトを用いる場合は，幾何平均法が簡便であるが，固有値を求めないので，AHP
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