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高さと Arakelov理論，それらの
Galois表現の計算への応用

内田 幸寛（首都大学東京）

10.1 Introduction

本稿は 2017年度整数論サマースクール「楕円曲線とモジュラー形式の計算」
で行われた標題の講演の報告である．[6] において，特別なモジュラー形式に
付随する Galois表現の計算アルゴリズムが与えられているが，その中で必要
なある多項式の係数の評価を B. Edixhoven, R. de Jongが与えている．本稿
では，この評価（[6, Theorem 11.7.6]，本稿では定理 10.3.1）について解説
する．係数の評価は高さ関数を用いて記述され，その証明には算術曲面上の
Arakelov交点理論が用いられる．証明はかなり長いので，本稿では Arakelov

理論と関わる部分を中心に，証明の概略を解説する．本稿の構成は以下の通り
である．10.2 節では，[6, Chapter 4] に沿って必要な範囲で高さと Arakelov

理論について述べる．10.3節では，[6, Chapters 9 and 11]にある係数の評価
について解説する．

10.2 高さと Arakelov理論
本節では，[6, Chapter 4]に沿って高さと算術曲面上の Arakelov交点理論

を解説する．本稿で用いられる内容に限ったので，より詳しい内容について
は，[1], [7], [12], [14], [16]を参照されたい．また，高さ関数については，[9],

[17]も参照されたい．算術曲面のスキーム論的性質については，[13]に詳しく
まとめられている．



154 10． 高さと Arakelov理論，それらの Galois表現の計算への応用（内田）

10.2.1 高さ関数

K を代数体，K を K の代数閉包，OK を K の整数環，S を K の素点全
体，Sf をK の有限素点全体，S∞ をK の無限素点全体とする．K の Cへの
埋め込み全体を K(C)で表す．各素点 v ∈ S に対して，K 上の乗法付値 | · |v
を以下のように定める．有限素点 v ∈ Sf に対して，K の v における剰余体を
k(v)とする．x ∈ K× に対して，|x|v = #k(v)− ordv(x) と定義し，|0|v = 0と
する．無限素点 v ∈ S∞ に対して，対応する体の埋め込みを σv : K ↪→ C と
する．x ∈ K に対して，σv(K) ⊂ R ならば |x|v = |σv(x)|，そうでなければ
|x|v = |σv(x)|2 と定義する．ただし右辺は通常の絶対値である．このとき，任
意の x ∈ K× に対して，積公式 (product formula)∏

v∈S

|x|v = 1

が成り立つ．
代数的数 x ∈ K の（対数的）高さ ((logarithmic) height)は次の式で定義さ
れる．

hK(x) =
∑
v∈S

logmax{1, |x|v}

=
∑
v∈Sf

logmax{1, |x|v}+
∑

σ∈K(C)

logmax{1, |σ(x)|}.

xの絶対（対数的）高さ (absolute (logarithmic) height)を

h(x) =
1

[K : Q]
hK(x)

で定義する．右辺は x が属する代数体 K の取り方によらないので，関数
h : Q → Rが定まる．
射影空間 Pn 上の高さ関数を次のように定義する．x = (x0 : · · · : xn) ∈

Pn(K)に対して，

hK(x) =
∑
v∈S

logmax{|x0|v, . . . , |xn|v}, h(x) =
1

[K : Q]
hK(x). (10.1)

この定義は斉次座標の取り方によらない．また，h(x)は x ∈ Pn(K)となる代
数体K の取り方によらない．したがって，絶対対数的高さは Pn(K)上定義さ
れていると見なせる．
K 上定義された射影多様体 X 上の高さは，射影空間への埋め込みによっ
て定義される．より一般に，X 上の直線束 L に対して，高さ関数 hL が有
界関数の差を除いて定まる．さらに，L1, L2 を X 上の直線束とすると，
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hL1⊗L2 = hL1 + hL2 + O(1) が成り立つ．ここで，O(1) は X(K) 上のある
有界関数を表す．このような有界関数による曖昧さを避けるために，以下では
Arakelov理論に沿った定式化を述べる．
E を有限階数局所自由 OX 加群とする．各点 x ∈ X(C) に対して，ファ

イバー Ex は有限次元複素ベクトル空間である．各ファイバー Ex に Hermite

内積 ⟨·, ·⟩x が与えられているとき，これを E の Hermite 計量 (Hermitian

metric)という．計量 ⟨·, ·⟩からノルム ∥ · ∥が定まり，逆にノルムから計量が
定まるので，ノルムによって計量を指定してもよい．以下では，計量は常に
C∞ であると仮定する（定義は [16, 1.13節]参照）．
Z上平坦かつ準射影的な整スキームを算術多様体 (arithmetic variety)とい

い，1 次元算術多様体を算術曲線 (arithmetic curve)，2 次元算術多様体を算
術曲面 (arithmetic surface) という．XOK

を X の OK 上のモデルで射影算
術多様体であるものとする．このとき生成ファイバーXOK

×OK
K はX に一

致する．L を XOK
上の直線束とする．L と L ×OK

K の Hermite 計量 ∥ · ∥
の組 (L, ∥ · ∥) を XOK

の Hermite 直線束 (Hermitian line bundle) または
metrized line bundle という．以下では (L, ∥ · ∥) を単に L と書くことも
ある．
XOK

が算術曲線の場合として，X = Spec(K), XOK
= Spec(OK) を考え

る．このとき，XOK
の Hermite 直線束 (L, ∥ · ∥) は，可逆 OK 加群 L と各

σ ∈ K(C)から定まるテンソル積 L⊗OK ,σCのHermite計量 ∥·∥σ の集合の組
(L, {∥ · ∥σ}σ∈K(C)) に対応する．(L, ∥ · ∥) の算術的次数 (arithmetic degree)

またはArakelov次数 (Arakelov degree)を

deg(L, ∥ · ∥) = log#(L/OKs)−
∑

σ∈K(C)

log∥s∥σ

で定義する．ただし，sは Lの任意の 0でない元であり，積公式より右辺は s

の取り方によらない．
XOK

の Hermite直線束 L = (L, ∥ · ∥)に対して，X 上の高さ関数を次のよ
うに定義する．x ∈ X(K)とする．XOK

は OK 上固有だから，xに対応する
射 Spec(K) → X は射 Spec(OK) → XOK

に拡張される．これを再び xと書
く．このとき，x∗(L, ∥ · ∥)は Spec(OK)の Hermite直線束となるから，

hL,K(x) = deg x∗(L, ∥ · ∥), hL(x) =
1

[K : Q]
hK(x)

と定義する．計量を別の計量に取り替えると，高さ関数は有界関数の差だけ変
化する．X = Pn

K の場合は，L = O(1)に Fubini-Study計量を入れたものを
考えると，hL は (10.1)の hと有界関数の差を除いて一致する（[16, 命題 9.10]

参照）．
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10.2.2 算術曲面上の交点理論

X を種数 g > 0 のコンパクト Riemann 面とする．正則微分形式の空間
H0(X,Ω1

X)に次の自然な Hermite内積が入る．

(ω, η) 7→ i

2

∫
X

ω ∧ η.

ω1, . . . , ωg をこの内積に関する正規直交基底とする．X 上の (1, 1)形式 µを

µ =
i

2g

g∑
k=1

ωk ∧ ωk

で定義する．これを Arakelov (1, 1) 形式 (Arakelov (1, 1)-form) または標
準Kähler形式 (canonical Kähler form)という．
z = x + iy を X の局所正則座標とし，局所的に C∞ な関数 f に対して，

∂f = 1
2 (

∂f
∂x − i∂f∂y ) · dz, ∂f = 1

2 (
∂f
∂x + i∂f∂y ) · dz とする．

命題 10.2.1. 任意の a ∈ X に対して，C∞ 関数 ga,µ : X \ {a} → Rがただ一
つ存在して，以下の性質を満たす．

1. aの近傍で ga,µ = log|z − z(a)|+ hと表される．ただし，z は局所正則
座標，hは C∞ 関数である．

2. X \ {a}上で ∂∂ga,µ = πiµ.

3.
∫
X
ga,µµ = 0.

命題 10.2.1 の ga,µ を Arakelov-Green 関数 (Arakelov-Green function)

という．点 a も変数と見なして，gµ(a, b) = ga,µ(b) とも書く．任意の相異な
る点 a, b ∈ X に対して，gµ(a, b) = gµ(b, a)が成り立つことが知られている．
LをコンパクトRiemann面X のHermite直線束として，その計量から定ま
るノルムを ∥ · ∥とする．sを Lの 0でない有理型切断として，Lの第 1 Chern

形式を c1(L) = − i
2π∂∂ log∥s∥2 で定義する．Lが許容直線束 (admissible line

bundle)であるとは，定数 cが存在して，c1(L) = cµとなることをいう．Lが
許容直線束ならば，c1(L) = (degL) · µであることが示される．
X 上の直線束 Lに対して，λ(L) = detH0(X,L) ⊗ detH1(X,L)∨ をコホ
モロジーの行列式 (determinant of cohomology)という．

定理 10.2.2 (cf. [7, Theorem 1]). X の種数を gとする．X 上の任意の許容直
線束 Lに対して，次の性質を満たす λ(L)上の計量が一意的に定まる．

1. 任意の計量同型 L1
∼−→ L2 は計量同型 λ(L1)

∼−→ λ(L2)を導く．
2. L の計量を α 倍したとき，λ(L) の計量は αχ(L) 倍される．ただし，

χ(L) = degL − g + 1である．
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3. X 上の任意の因子 D と任意の点 P に対して，完全系列

0 → OX(D − P ) → OX(D) → P∗P
∗OX(D) → 0

は計量同型 λ(OX(D))
∼−→ λ(OX(D − P ))⊗ P ∗OX(D)を導く．

4. L = Ω1
X に対して，λ(L) ∼= detH0(X,Ω1

X)上の計量は H0(X,Ω1
X)上

の Hermite内積 (ω, η) 7→ (i/2)
∫
X
ω ∧ η で定義される．

定理 10.2.2の計量を Faltings計量 (Faltings metric)という．
以下，X を B = Spec(OK) 上の射影算術曲面とする．すなわち，構造射

p : X → B は平坦かつ射影的で，X は 2 次元整スキームとする．さらに，X
は正則であり，X の生成ファイバーX は幾何学的に既約かつ滑らかなK 上の
曲線とする．X の種数を g とする．以下，特に断らない限り p : X → B は半
安定であると仮定する．
D を X 上の素因子とする．p|D : D → S が全射であるとき，D は水平的

(horizontal) であるといい，p(D) が 1 点であるとき，D は垂直的 (vertical)

であるという．一般に，水平的な素因子の線形結合で表される因子を水平的で
あるといい，垂直的な素因子の線形結合で表される因子を垂直的であるとい
う．X 上の任意の因子は水平的な因子と垂直的な因子の和として一意的に表
される．
埋め込み σ ∈ K(C) に対して，σ で定まる基底変換 X ×K,σ C を Xσ と書

く．Div(X )を X 上の因子全体がなす群として，

DivAr(X ) = Div(X )⊕
⊕

σ∈K(C)

RFσ

と定義する．ただし，Fσ は Xσ に対応する記号である．DivAr(X ) の元を
Arakelov 因子 (Arakelov divisor) という．X の 0 でない有理関数 f に対
して，主因子 (f) を (f) = (f)fin + (f)inf で定める．ただし，(f)fin は f

の X 上の通常の Weil 因子であり，(f)inf =
∑

σ∈K(C) vσ(f) · Fσ, vσ(f) =

−
∫
Xσ

log|f |σµσ である．D,E ∈ DivAr(X ) が線形同値であるとは，D − E

が主因子であることをいう．Arakelov 因子の線形同値類全体がなす群を
CH1

Ar(X )で表す．
D,E ∈ DivAr(X ) に対して，Arakelov 交点数 (Arakelov intersection

number) (D,E)X を以下のように定義する．閉点 x ∈ X に対して，OX ,x の
剰余体を k(x)で表す．D,E が X 上の相異なる素因子であり，xにおける局
所方程式がそれぞれ f, g であるとき，

(D,E)x = lengthOX ,x
(OX ,x/(f, g)) log#k(x)

と定義する．D,E ∈ Div(X ) が共通成分を持たないとき，これを線形に拡張
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して (D,E)x を定義する．B の閉点 sに対して，

(D,E)s =
∑
x

(D,E)x

と定める．ただし，xは X の sでのファイバー Xs 上の閉点をわたる．
σ ∈ K(C)とする．D,E ∈ Div(X )は共通成分を持たないとする．D また

は E が垂直的なとき，(D,E)σ = 0と定義する．D,E はともに水平的な素因
子であるとする．Xσ への制限をそれぞれ Dσ, Eσ とする．このとき，

Dσ =

d∑
i=1

(Pi), Eσ =

e∑
j=1

(Qj)

と表せる．そこで，

(D,E)σ = −
d∑

i=1

e∑
j=1

gµ(Pi, Qj)

と定義する．一般の場合はこれを線形に拡張する．
D,E ∈ Div(X )が共通成分を持たないとき，

(D,E)X =
∑
s

(D,E)s +
∑

σ∈K(C)

(D,E)σ

と定義する．ただし，s は B の閉点全体をわたる．Fσ との交点数は以下の
ように定義する．D が垂直的な因子のとき，(Fσ, D)X = (D,Fσ)X = 0 と
定義する．τ ∈ K(C) のとき，(Fσ, Fτ )X = 0 と定義する．D が水平的な
因子で，生成ファイバーでの次数が m のとき，(Fσ, D)X = (D,Fσ)X = m

と定義する．以上を線形に拡張することで，X 上に共通成分を持たない
D,E ∈ DivAr(X ) に対して (D,E)X が定義され，(D,E)X = (E,D)X が成
り立つ．D,D′ ∈ DivAr(X )が線形同値なとき，(D,E)X = (D′, E)X となる
ことが示される．よって，任意の D,E ∈ DivAr(X ) に対して (D,E)X が定
義される．Arakelov 交点数は通常の交点数と同様に，線形かつ対称である．
Arakelov 交点数についてより詳しくは [1], [12], [14] などを参照せよ．以下，
誤解のないときは (D,E)X を単に (D,E)と書く．
X の Hermite直線束 Lが許容直線束とは，各 σ ∈ K(C)に対して，Lσ =

L ×K,σ Cが Xσ の許容直線束であることをいう．X の許容直線束の同型類全
体を P̂ic(X )で表す．このとき，自然な同型 CH1

Ar(X ) ∼= P̂ic(X )が存在する
[1, Proposition 2.2]．この同型によって，CH1

Ar(X ) の元と P̂ic(X ) の元を同
一視し，後者の群演算も必要に応じて加法で書く．ωX/B を pに対する双対化
層 (dualizing sheaf) とする（定義は [13, Definition 6.4.18] 参照）．ωX/B に
µから定まる Hermite計量を入れることで許容直線束が得られる．
以下，Arakelov交点数の性質を述べる．



10.2 高さと Arakelov理論 159

命題 10.2.3. P : B → X を pの切断とする．D ∈ DivAr(X )に対して，対応
する許容直線束を OX (D)で表す．引き戻し P ∗OX (D)は B の Hermite直線
束であり，

(D,P ) = degP ∗OX (D).

定理 10.2.4 (随伴公式). P : B → X を pの切断とする．このとき，

(P, P + ωX/B) = 0.

以下の定理で用いられる行列式束について [16, 4.6節]に従って述べる．より
詳しくは [11]を参照せよ．Sを正則かつ整なNoetherスキーム，F を S上の連
接層とする．直線束 detF を次のように定義する．まず F がねじれ元を持た
ないとき，U を S の開部分スキームで，F|U が局所自由であるものとする．こ
のとき，i : U → Sを自然な開埋め込みとして，detF = i∗(

∧rankF|U F|U )と定
める．一般の場合，S(1)を Sの余次元 1の点全体，T をF のねじれ部分とする．
det T = OS(

∑
x∈S(1) lengthOS,x

Tx{x})と定義し，detF = det(F/T )⊗det T
と定義する．π : X → S を Noether スキームの全射な固有射として，L を
X 上の可逆層とする．このとき，π の行列式束 (determinant bundle) を
detRπ∗L =

⊗
i≥0 det(R

iπ∗L)(−1)i で定義する．
Lを X 上の許容直線束とすると，行列式束 detRp∗Lに Faltings計量が定
まる．このとき以下の定理が成り立つ．

定理 10.2.5 (算術的 Riemann-Rochの定理，cf. [7, Theorem 3]). p : X → B

は半安定であるとする．Lを X 上の許容直線束とする．このとき，

deg detRp∗L =
1

2
(L,L − ωX/B) + deg det p∗ωX/B . (10.2)

注意 10.2.6. (10.2)は，[6, (4.4.9)]で述べられているものである．一方，講演
の際は算術的 Riemann-Rochの定理を次の形で述べた．

deg detRp∗L =
1

2
(L,L − ωX/B) + deg detRp∗OX . (10.3)

例えば，[14, (6.13.1)], [16, 定理 4.32] は（記号の違いを除いて）上の形で述
べられている．p : X → B が半安定なとき，(10.2) と (10.3) は同値である．
実際，(10.3) が成り立つとすると，L = ωX/B とすれば，deg detRp∗OX =

deg detRp∗ωX/B である．p は半安定だから，Grothendieck 双対の跡
写像 R1p∗ωX/B → OB は同型である ([5, Corollary 4.4.5])．ゆえに，
deg detRp∗ωX/B = deg det p∗ωX/B − deg detR1p∗ωX/B = deg det p∗ωX/B

が成り立つ．逆も同様に示される．

注意 10.2.7. 算術的 Riemann-Rochの定理は半安定とは限らない算術曲面に
も拡張されている．例えば，[12, Chapter V, Theorem 3.4]を参照せよ．
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定理 10.2.8 (算術的 Noether の公式，[7, Theorem 6], [15, Théorème 2.5]).

p : X → B は半安定であるとする．s ∈ Sf に対して，δs を X の s での幾
何学的ファイバーの特異点の個数とする．δ(Xσ) を Faltings [7] が定義した
Riemann面 Xσ の不変量とする．このとき，

12 deg detRp∗ωX/B = (ωX/B , ωX/B) +
∑
s∈Sf

δs log#k(s)

+
∑

σ∈K(C)

δ(Xσ)− 4g[K : Q] log 2π.

注意 10.2.9. 斎藤 [18, Theorem 2]は，半安定とは限らない算術曲面に対する
算術的 Noetherの公式を与えた．ただし，δs, δ(Xσ)とは異なる不変量が用い
られている．

10.3 Galois表現の計算への応用
10.3.1 設定と主定理

[6]で与えられた Galois表現の計算では，ある多項式の係数を評価する必要
があった．まずどのような状況を考えているか復習する．詳しくは本報告集中
の [10]または [6, Chapter 8]を参照せよ．
ζr を 1 の原始 r 乗根とする．l > 5 を素数とし，Q 上のモジュラー曲線

X1(5l) を Xl で表す．Xl の種数を gl とすると，gl = (l − 2)2 である（[6,

Section 8.1] 参照）．Xl の Jacobi 多様体を Jl で表す．計算する Galois 表
現を ρ : Gal(Q/Q) → F として，ρ を実現する 2 次元 F ベクトル空間 V ⊂
Jl(Q)[l]を考える．ただし，Fは標数 l の有限体である（[6, Theorem 2.5.13,

Section 8.2]参照）．D0 はXl の尖点の線形結合として定義される，Xl,Q(ζl) 上
の次数 glの有効因子であり，任意の x ∈ V に対して，xがDx−D0の同値類で
あるような次数 gl の有効因子Dx がただ一つ存在する（[6, Propositions 8.1.7

and 8.2.2] 参照）．各 Dx を Dx = Dfin
x +Dcusp

x , Dfin
x = Qx,1 + · · · + Qx,dx

,

Dcusp
x = Qx,dx+1 + · · ·+Qx,gl と表し，Qx,1, . . . , Qx,dx

は Xl の尖点でなく，
Qx,dx+1, . . . , Qx,gl は Xl の尖点とする．bl, x

′
l は Xl,Q 上の有理関数として定

義され，極はすべて Xl の尖点である．
整数 nを 0 ≤ n ≤ g2 · (#F)4 の範囲で選び，fl = bl + nx′

l としたとき，fl

を集合 {Qx,i | x ∈ V, 1 ≤ i ≤ dx} に制限した写像が単射になるようにする．
各 x ∈ V に対して，Q係数多項式 PD0,fl,x を

PD0,fl,x(t) =

dx∏
i=1

(t− fl(Qx,i))



10.3 Galois表現の計算への応用 161

で定義する．整数mを 0 ≤ m ≤ g · (#F)4 の範囲で選び，写像

aD0,fl,m : V → Q; x 7→ PD0,fl,x(m)

が単射であるようにする．最後に，多項式 PD0,fl,m を

PD0,fl,m =
∏
x∈V

(T − aD0,fl,m(x)) =

(#F)2∑
j=0

PjT
j (10.4)

で定義すると，これは Q(ζl)係数多項式である．本稿の目的は次の定理の証明
を解説することである．

定理 10.3.1 ([6, Theorem 11.7.6]). 整数 cが存在して，上のようなすべての l,

V , D0, fl, mと，(10.4)のすべての Pj に対して，

h(Pj) ≤ c · l14 · (#F)2.

10.3.2 証明の概略

定理 10.3.1は次の命題に帰着される．

命題 10.3.2 ([6, Proposition 11.7.1]). 整数 cが存在して，上のようなすべて
の l, x ∈ V , i ∈ {1, . . . , dx}に対して，

h(bl(Qx,i)) ≤ c · l12, h(x′
l(Qx,i)) ≤ c · l12.

命題 10.3.2から定理 10.3.1を導く議論は省略するが，高さに関する不等式
から従う．また，次の補題から，命題 10.3.2は bl に対して示せば十分である．

補題 10.3.3 ([6, Corollary 11.5.4]). 実数 cが存在して，上のようなすべての
l, x ∈ V，i ∈ {1, . . . , dx}に対して，

h(x′
l(Qx,i)) ≤ c+ 14h(bl(Qx,i)).

補題 10.3.3は楕円曲線上のWeil高さと Néron-Tate高さの差の評価によっ
て得られる．このような差の評価は数多く知られているが，詳しくは [4]とそ
の中で挙げられている文献を参照されたい．[6]では Zimmer [20]による評価
を引用しているが，楕円曲線上の高さの定義は著者によって異なるので，まず
[20]における定義を説明する．
K を代数体，SをK の素点全体とする．Eを y2 = x3+Ax+B (A,B ∈ K)

で定義される楕円曲線とする．E の単位元を Oとする．P = (x, y) ∈ E(K) \
{O}に対して，

h(P ) =
1

[K : Q]

∑
v∈S

logmax{1, |x|v, |y|v}
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と定義する．ただし，h(O) = 0 とする．h(P ) を P の（絶対）Weil 高さ
((absolute) Weil height) または単純な高さ (naive height) という．これは，
E を P2 内の射影曲線と見なしたとき，P ∈ E(K) ⊂ P2(K)の絶対対数的高
さを h(P )と定義したことに相当する．また，

ĥ(P ) = lim
n→∞

h(2nP )

4n

と定義する．ĥ(P )を P の（絶対）Néron-Tate高さ ((absolute) Néron-Tate

height)または標準高さ (canonical height)という．絶対対数的高さの場合と
同様に，これらの高さは P ∈ E(K) となる代数体 K の取り方によらないの
で，E(K)上で定義されていると見なせる．

注意 10.3.4. Weil 高さや Néron-Tate 高さには別の定義が用いられることも
多い．Weil高さは，P = (x, y) ∈ E(K) \ {O}に対して，

h′(P ) =
1

[K : Q]

∑
v∈S

logmax{1, |x|v}

とも定義される．また，Néron-Tate高さは，この h′(P )を用いて，

ĥ′(P ) = lim
n→∞

h′(2nP )

4n

とも定義される．さらに，これらの高さの 1/2 倍を用いることもある．[20]

の定義との間には以下の関係がある．ある定数 c1, c2 が存在して，任意の
P ∈ E(K)に対して，

c1 ≤ h(P )− 3

2
h′(P ) ≤ c2, ĥ(P ) =

3

2
ĥ′(P )

が成り立つ．これは，[20]で定義されている高さ d(P )との比較を行うことで
示される．あるいは，hと ĥが直線束 OE(3O)に，h′ と ĥ′ が直線束 OE(2O)

に付随することに注意すると，高さの一般論 ([9, Theorems B.3.2 and B.5.1]

または [17, 定理 2.9，定理 2.29])からも従う．

Zimmerの評価は次の通りである．

定理 10.3.5 ([20, p. 40]). 上述の設定のもとで，任意の P ∈ E(K)に対して，

− 2−1(2−1h(1 : A3 : B2) + 7 log 2) ≤ h(P )− ĥ(P )

≤ 2−1h(1 : A3 : B2) + 6 log 2.

補題 10.3.3の証明. Q = Qx,i とおく．[6, Section 8.2]の構成から，有理関数
y′l があって，点 P = (x′

l(Q), y′l(Q))は，楕円曲線

Ebl(Q) : y
2 + (bl(Q) + 1)xy + bl(Q)y = x3 + bl(Q)x2
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のねじれ点である．以下，b = bl(Q), u = x′
l(Q), v = y′l(Q) と表す．定理

10.3.5を用いるために，次のように変数変換する．

v1 = v + ((b+ 1)u+ b)/2, u1 = u+ (b+ (b+ 1)2/4)/3.

このとき，点 P ′ = (u1, v1)は楕円曲線 E′
b : y

2 = x3 + Ax+ B のねじれ点で
ある．ただし，A, B はそれぞれ bの Q係数 4次式，6次式である．よって，
ある実数 c1, c2 が存在して，

h(A) ≤ c1 + 4h(b), h(B) ≤ c2 + 6h(b).

ゆえに，ある実数 c3 が存在して，

h(1 : A3 : B2) ≤ c3 + 3 · 4h(b) + 2 · 6h(b) = c3 + 24h(b).

点 P ′ はねじれ点だから，ĥ(P ′) = 0 である（例えば，[19, Chapter VIII,

Theorem 9.3 (d)] を参照）．よって，定理 10.3.5 より，ある実数 c4 が存在
して，

h(P ′) ≤ c4 + 12h(b).

h(u1) ≤ h(u1 : v1 : 1) = h(P ′)に注意すると，ある実数 c5, c6 が存在して，

h(u) = h(u1 − (b+ (b+ 1)2/4)/3) ≤ c5 + h(u1) + 2h(b) ≤ c6 + 14h(b)

となり，補題の不等式が示された．

h(bl(Qx,i)) の評価は Arakelov 理論を用いて行われる．まず高さを
Arakelov交点数で評価する．

定理 10.3.6 ([6, Theorem 9.1.1]). x ∈ V , i ∈ {1, . . . , dx} とする．K を
Q(ζ5l)を含む代数体で，Qx,i が K 上定義されるものとする．X を Xl の OK

上の極小正則モデルとする．σ ∈ K(C)に対して，Xl,σ を Xl ×K,σ Cから定
まる Riemann面として，gσ を Xl,σ 上の Arakelov-Green関数とする．この
とき次が成り立つ．

h(bl(Qx,i)) ≤
1

[K : Q]

(
(Qx,i, b

∗
l∞)X + l2

∑
σ∈K(C)

sup
Xl,σ

gσ

+
1

2

∑
σ∈K(C)

∫
Xl,σ

log(|bl|2 + 1)µXl,σ

)
+

1

2
log 2. (10.5)

証明. ∞ = (1 : 0) ∈ P1
OK

(OK)とする．1を OP1(∞)のトートロジー的切断
として，

∥1∥P1(x0 : x1) =
|x1|

(|x0|2 + |x1|2)1/2
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とする（Fubini-Study計量）．P = (x0 : x1) ∈ P1
OK

(OK)に対して，

h′(P ) =
(P,∞)P1

[K : Q]

とおく．命題 10.2.3より，

h′(P ) =
1

[K : Q]
degP ∗OP1(∞)

=
1

[K : Q]

(∑
v∈Sf

logmax{|x0|v, |x1|v}

+
∑

σ∈K(C)

log
√

|σ(x0)|2 + |σ(x1)|2
)
.

z0, z1 ∈ Cに対して，|z0|2 + |z1|2 ≤ 2max{|z0|2, |z1|2}であり，両辺の対数を
取ると，log

√
|z0|2 + |z1|2 ≤ logmax{|z0|, |z1|}+ (log 2)/2である．よって，

h′(P ) ≤ 1

[K : Q]

(∑
v∈S

logmax{|x0|v, |x1|v}+
[K : Q]

2
log 2

)

= h(P ) +
1

2
log 2.

b = bl, Q = Qx,i, X = Xl とおく．∞の P1
OK
での Zariski閉包を∞と表

す．このとき，

(b(Q),∞)P1 = deg b(Q)∗(OP1(∞), ∥ · ∥P1)

= degQ∗(OX (b∗∞), b∗∥ · ∥P1)

= (Q, b∗∞)X +
∑

σ∈K(C)

log

(
∥ · ∥X
b∗∥ · ∥P1

(Qσ)

)
.

[6, Proposition 9.1.5] より，b∗∞ は垂直的因子を含まない．よって，
(Q, b∗∞)X = (Q, b∗∞)X である．また，

log

(
∥ · ∥X
b∗∥ · ∥P1

(Qσ)

)
= log∥ · ∥X(Qσ)− log∥ · ∥P1(b(Qσ))

である．これを 1で評価すると，

log∥1∥X(Qσ)− log∥1∥P1(b(Qσ))

= gσ(b
∗∞, Qσ) +

1

2
log(|b(Q)|2 + 1)

≤ sup
Xσ

gσ · deg b+ 1

2

∫
Xσ

log(|b|2 + 1)µXσ
.

ここで，[6, Proposition 9.1.4]を用いた．deg b = l2 − 1であるから，定理の
不等式が成り立つ．
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不等式 (10.5)の第 2項と第 3項は以下の不等式で評価される．定理 10.3.7

と命題 10.3.8 ではモジュラー曲線を Riemann 面として扱い，µ を Arakelov

(1, 1)形式，gµ を Arakelov-Green関数とする．

定理 10.3.7 ([6, Theorem 11.3.1]). 実数 cが存在して，X1(pl)の種数が 1以
上となるすべての相異なる素数 p, l と，すべての相異なる点 a, b ∈ X1(pl)に
対して，

gµ(a, b) ≤ c · (pl)6.

定理 10.3.7は F. Merkl [6, Chapter 10]による Green関数の評価から従う
が，証明は省略する．

命題 10.3.8 ([6, Proposition 11.6.1]). 実数 A, B が存在して，すべての素数
l > 5に対して， ∫

X1(5l)

log(|bl|2 + 1)µ ≤ A+B · l6.

命題 10.3.8の証明も省略する．
不等式 (10.5)の第 1項 (Qx,i, b

∗
l∞)X を評価するために，P を Xl の尖点と

して，(Dx, P )X を評価する．必要なら K を取り替えて，Q(ζ5l) ⊂ K かつ
Qx,1, . . . , Qx,gl ∈ Xl(K) とする．B = Spec(OK) として，p : X → B を Xl

の極小正則モデルとする．このとき p は半安定であることに注意する．さら
に，必要ならK を拡大することで，pは分裂半安定 (split semistable)である
としてよい．
z ∈ Cg, τ ∈ Mg(C), Im τ > 0とする．ϑ(z; τ)を Riemannのテータ関数と
して，

∥ϑ∥(z; τ) = (det Im τ)1/4 exp(−π tIm z(Im τ)−1 Im z)|ϑ(z; τ)|

と定義する．∥ϑ∥(z; τ)は z に関して Zg + τZg を周期に持つので，Cg/(Zg +

τZg)上の関数と見なせる．

定理 10.3.9 ([6, Theorem 9.2.5]). 次の不等式が成り立つ．

(Dx, P )＋ log#R1p∗OX (Dx)

≤ −1

2
(D0, D0 − ωX/B) + 2g2l

∑
s∈Sf

δs log#k(s) +
∑

σ∈K(C)

log∥ϑ∥σ,sup

+
gl
2
[K : Q] log 2π +

1

2
deg det p∗ωX/B + (D0, P ). (10.6)

ただし，∥ϑ∥σ,sup は Picg−1(Xσ)上での ∥ϑ∥(z; τσ)の上限である．

証明には Arakelov交点理論が用いられるが，これは次節で解説する．
不等式 (10.6)の右辺の各項の絶対値を評価すると，最大でも O(l10)である

ことが様々な計算によって示される（詳細は [6, Sections 11.1–11.6] 参照）．
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また，log#R1p∗OX (Dx) ≥ 0である．したがって，整数 c3 が存在して*1，す
べての l, xに対して，

1

[K : Q]
(Dx, P ) ≤ c3 · l10.

また，整数 c4 が存在して，すべての l, x, iに対して，

1

[K : Q]
(Qx,i, P ) ≥ c4 · l6

であることが [6, Theorems 11.4.1 and 11.4.2] から示される．ゆえに，整数
c5 が存在して，すべての l, x, iに対して，

1

[K : Q]
(Qx,i, P ) ≤ c5 · l10

である．deg b∗l∞ = O(l2)だから，整数 c6 が存在して，すべての l, x, iに対
して，

1

[K : Q]
(Qx,i, b

∗
l∞) ≤ c6 · l12

である．これと定理 10.3.7，命題 10.3.8より，命題 10.3.2が従う．

10.3.3 交点数の評価

本節では定理 10.3.9 の証明を [6, Section 9.2] に従って解説する．[6, Sec-

tion 9.2] と同様に一般的な状況で考える．K を代数体，OK を K の整数環，
B = Spec(OK)とする．p : X → B を，B 上の正則かつ分裂半安定な射影算
術曲面として，その生成ファイバーX → Spec(K)は幾何学的既約であり，種
数が g ≥ 1であるとする．DをX 上の次数 gの有効因子として，その X での
閉包もDと書くことにする．X の Jacobi多様体を J とする．x ∈ J(K)をね
じれ点として，x = [Dx −D]となるX の有効因子Dx がただ一つ存在すると
する．xに対応するX 上の直線束を Lxとすると，この条件は h0(Lx(D)) = 1

と言い換えられることに注意する．P : B → X を pの切断とする．このとき
P は X (B)の元である．
X 上の Q 係数垂直的因子 Φx,P を次の性質で定義する：p のファイバーの

すべての既約成分 C に対して，(Dx −D − Φx,P , C) = 0が成り立ち，P (B)

と Φx,P の台は交わらない．このような Φx,P はただ一つ定まる（例えば，[12,
Chapter III, Theorem 3.6]から従う）．
有限素点 s ∈ Sf は B の閉点に対応するので，この閉点も sで表す．s上の

pの幾何学的ファイバーの特異点の個数を δs で表す．

*1 c3 から始まるのは原著 [6]に合わせたためである．
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定理 10.3.10 ([6, Theorem 9.2.1]). OB 加群 R1p∗OX (Dx) は B 上のねじれ
加群であり，

(Dx, P ) + log#R1p∗OX (Dx) +
1

8
(ωX/B , ωX/B) +

1

8

∑
s∈Sf

δs log#k(s)

= (D,P )− 1

2
(D +Φx,P , D +Φx,P − ωX/B) +

1

2
deg det p∗ωX/B

+
∑

σ∈K(C)

∫
Xσ

log∥ϑ∥(Dσ
x −Q) · µσ(Q) +

g

2
[K : Q] log 2π. (10.7)

定理 10.3.10を示すために，次の二つの補題が必要であるが，証明は省略す
る．以下，因子や交点数は Q⊗Z P̂ic(X )で考える．

補題 10.3.11 ([6, Lemma 9.2.2]). 許容直線束OX (Dx −D)⊗ p∗P ∗OX (Dx −
D)∨ と OX (Φx,P )は数値的同値である．

補題 10.3.12 ([6, Lemma 9.2.3]). X を種数 g ≥ 1のコンパクト Riemann面
とする．D を種数 X 上の次数 g の有効因子で，h0(D) = 1を満たすものとす
る．このとき，コホモロジーの行列式 λ(OX(D))はH0(X,OX(D))と同一視
される．さらに，H0(X,OX(D))のトートロジー的切断 1の長さに対して次
の式が成り立つ．

log∥1∥+ δ(X)

8
+

∫
X

log∥ϑ∥(D −Q) · µX(Q) = 0.

定理 10.3.10の証明. まず R1p∗OX (Dx)は B 上のねじれ加群であることを示
す．OX (Dx) は連接層であり，p は射影的だから R1p∗OX (Dx) も連接層で
ある ([8, Chapter III, Theorem 8.8])．したがって，Γ(B,R1p∗OX (Dx)) ∼=
H1(X ,OX (Dx))は有限生成 OK 加群であり，これがねじれ加群であることを
示せばよい．そのためには，H1(X ,OX (Dx)) ⊗OK

K ∼= H1(X,OX(Dx))が
{0} に等しいことを示せばよい (cf. [16, 命題 3.5 (1)])．Riemann-Roch の定
理より，h0(Dx)− h1(Dx) = degDx − g+ 1 = 1である．OX(Dx) ∼= Lx(D)

より，h0(Dx) = h0(Lx(D)) = 1であるから，h1(Dx) = 0である．
次に (10.7)を示す．随伴公式（定理 10.2.4）より，

(Dx −D,P ) = degP ∗OX (Dx −D).

補題 10.3.11より，OX (Dx)⊗ p∗P ∗OX (Dx −D)∨ と OX (D +Φx,P )は数値
的同値である．よって，算術的 Riemann-Rochの定理（定理 10.2.5）より，

deg detRp∗(OX (Dx)⊗ p∗P ∗OX (Dx −D)∨)

=
1

2
(D +Φx,P , D +Φx,P − ωX/B) + deg det p∗ωX/B .
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χ(OX(Dx)) = h0(Dx)− h1(Dx) = 1だから，[16, 命題 4.28 (2)]より，

deg detRp∗(OX (Dx)⊗ p∗P ∗OX (Dx −D)∨)

= deg(detRp∗OX (Dx)⊗ P ∗OX (Dx −D)∨)

= deg detRp∗OX (Dx)− degP ∗OX (Dx −D).

p∗(OX (Dx)は関数 1によって標準的に自明化されるから，算術的次数の定義
より，

deg detRp∗OX (Dx) = −
∑

σ∈K(C)

log∥1∥σ − log#R1p∗OX (Dx).

ただし，∥1∥σ は H0(Xσ,OXσ
(Dx)) のトートロジー的切断 1 の長さである．

補題 10.3.12より，

deg detRp∗OX (Dx) =
∑

σ∈K(C)

∫
Xσ

log∥ϑ∥(Dσ
x −Q) · µσ(Q)

+
∑

σ∈K(C)

δ(Xσ)

8
− log#R1p∗OX (Dx).

以上の式を組み合わせると，

(Dx −D,P ) = −1

2
(D +Φx,P , D +Φx,P − ωX/B)− deg det p∗ωX/B

+
∑

σ∈K(C)

∫
Xσ

log∥ϑ∥(Dσ
x −Q) · µσ(Q)

+
∑

σ∈K(C)

δ(Xσ)

8
− log#R1p∗OX (Dx)

が成り立つ．算術的 Noetherの公式（定理 10.2.8）によって δ(Xσ)を消去す
ることで，(10.7)を得る．

定理 10.3.9の証明. [7, Theorems 5 and 7]より，(ωX/B , ωX/B) ≥ 0である．
よって，定理 10.3.10と次の補題 10.3.13より，定理の不等式が成り立つ．

補題 10.3.13 ([6, Lemma 9.2.6]). 次の不等式が成り立つ．

−1

2
(D+Φx,P , D+Φx,P−ωX/B) ≤ −1

2
(D,D−ωX/B)+2g2

∑
s∈Sf

δs log#k(s).

証明*2. Φ = Φx,P とおく．Φの定義より，(Dx−D−Φ,Φ) = 0である．よっ
て，(Φ,Φ) = (Dx −D,Φ)となるから，

−1

2
(D +Φ, D +Φ− ωX/B) = −1

2
(D,D − ωX/B) +

1

2
(Φ, ωX/B −D −Dx).

*2 以下の証明は [6, Lemma 9.2.6]の証明と基本的に同じであるが，グラフと電気回路に関す
る議論はより直接的なものに置き換えている．
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Φ =
∑

C Φ(C) · C と表す．B の閉点 s に対して，s における p のファイ
バーを Fs として，As = supC⊂Fs

|Φ(C)| とおく．C を任意の垂直的素因子
とする．このとき，(ωX/B , C) ≥ 0 が成り立つ ([7, Theorem 5 and Proof

of Theorem 7 (a)]）．また，D, Dx は水平的な有効因子だから，(D,C) ≥ 0,

(Dx, C) ≥ 0である．よって，

1

2
(Φ, ωX/B −D −Dx) ≤

1

2

(∑
s∈Sf

AsFs, ωX/B +D +Dx

)
.

D, Dxは次数 gの水平的な有効因子だから，(Fs, D) = (Fs, Dx) = g log#k(s)

である．また，(Fs, ωX/B) = (2g − 2) log#k(s) が成り立つ ([13, Proposi-

tion 9.1.35])．よって，
1

2
(Φ, ωX/B −D −Dx) ≤ 2g

∑
s∈Sf

As log#k(s).

ゆえに，As ≤ gδs を示せばよい．
以下，B の閉点 sを固定する．X の sでのファイバーを Fs とする．Fs の
既約成分全体を S0 = {C1, . . . , Cn} として，Fs 上の通常二重点全体を S1 と
する．必要なら番号を付け替えて，切断 P : B → X が交わる既約成分を Cn

としてよい．p : X → B は分裂半安定だから，特異点として k(s)上の通常二
重点のみを持つ．多重ファイバー上の点は通常二重点ではないから，pは多重
ファイバーを持たない．よって，因子として Fs =

∑n
i=1 Ci が成り立つ．ま

た，任意の j = 1, . . . , n に対して (Fs, Cj) =
∑n

i=1(Ci, Cj) = 0 である．Γs

を Fs の双対グラフ*3とする．すなわち，Γs は S0 を頂点集合，S1 を辺集合と
する多重無向グラフであり，辺 x ∈ S1 の端点は xを含む二つの既約成分であ
る．ただし，x が一つの既約成分にしか含まれない場合，x はループになる．
i ̸= j のとき，Ci と Cj を結ぶ辺の数は (Ci, Cj)/ log#k(s)であることに注意
する．n次正方行列 Lを L = (−(Ci, Cj)/ log#k(s))1≤i,j≤n で定義する*4．
いま，Γs を電気回路と見なす．各辺を抵抗値 1 の抵抗として，Cn を基準

にした Ci の電位を Vi とする．特に，Vn = 0である．各頂点 Ci に外部から
Ii の電流を流すとする．ただし，

∑n
i=1 Ii = 0とする．列ベクトル V と I を

V = (Vi), I = (Ii) で定める．このとき，Ohm の法則と Kirchhoff の法則か
ら，I = LV が成り立つ．
Φ の定義から，任意の i = 1, . . . , n に対して (Φ, Ci) = (Dx −D,Ci) であ

る．Φ =
∑

C Φ(C) · C だから，(Φ, Ci) =
∑n

j=1(Ci, Cj)Φ(Cj)である．よっ

*3 Fs の双対グラフには別の定義もある．ここで述べた定義は [13, Definition 10.3.17] にあ
り，ループを含めない定義が [13, Definition 10.1.48]にある．

*4 L は Γs からループを除いてできるグラフの Laplacian（または Laplace 行列）である．
グラフの Laplacianの定義は多くの教科書にあるが，多重グラフの場合は [2, Section 1.1]

を参照されたい．
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て，Γs に流す電流を Ii = (D −Dx, Ci)/ log#k(s) で定めれば，I = LV よ
り，Vi = Φ(Ci)が成り立つ．辺の数 #S1 = δs を固定したとき，|Φ(C)|が最
大になる場合は，Γs が道*5であり，DとDx のすべての成分がそれぞれ Γs の
始点と終点に対応する既約因子と交わる場合である．このとき，電位差の絶対
値の最大値は gδs である．よって，As = supC |Φ(C)| ≤ gδs が成り立つ．

注意 10.3.14. P. Bruinの学位論文 [3]において，本稿で述べた評価を含め，[6]
の結果の一般化が行われている．[3]の証明では Faltingsの δ 不変量を用いな
くなっており，算術的 Noetherの公式は不要になっている．
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*5 頂点集合 {p1, . . . , pn} と辺集合 {{pi, pi+1} | 1 ≤ i ≤ n − 1} を持つグラフを道
(path) という．直観的には，頂点と辺が一直線状に並んでいるグラフが道である．[6,

Lemma 9.2.6]の証明ではこれを chainと呼んでいる．
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