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モジュラー形式の係数と Galois

表現

吉川 祥*1（学習院大学）

7.1 イントロダクション
本稿では, [4]で必要な Galois表現の取り扱いについて解説する. [4]のアル

ゴリズム（[4, Theorem15.2.1]）は, Hecke作用素 Tn ∈ T(k, 1)を Ti (i ≤ k
12 )

たちの Z線型和として書くものであった. そのアイディアは, pを nの素因数
とし, 十分多くの極大イデアル m ⊂ T(k, 1)に対して Tp mod mを計算すれば
Tp 自身も復元できるというものである. すなわち, 有限体 Fへの十分多くの全
射準同形

f : T(k, 1) → F

について f(Tp) を計算したいのだが, この計算に Galois 表現を応用するとい
う点が [4]のポイントである. そのために, f から 2次元法 ℓ Galois表現

ρf : GQ → GL2(F)

で f(Tp) = Tr(ρf (Frobp))を満たすものを構成する. そうすれば f(Tp)を計算
するという問題は ρf (Frobp) を計算する問題に帰着されるのである. この ρf

の構成について解説するのが本稿の目標となる. （より正確には定理 7.3.8を
参照されたい. ）
-記法と慣例-

体 F に対してその分離閉包 F sep をひとつ固定し, F の絶対 Galois 群

*1 This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Number JP17H07074
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Gal(F sep/F ) を GF と書く. Q の実素点を ∞ と書く. 素点の有限集合
S(∋ ∞)に対して, すべての p ∈ S で不分岐な最大部分体を QS(⊂ Q̄)と書く.

（すなわち, QS は S の外で不分岐な Qの拡大体すべての合併である. ）素数 p

に対して, Frobp ∈ GFp
は pの数論的フロベニウス写像 Frobp(x) = xp をあら

わす. Sk(Γ1(N)) を Γ1(N) に関するカスプ形式の空間とし, T(k,N) をその
Hecke環とする.（本報告集の木村氏の論説を踏襲する.）

7.2 Galois表現の基礎的事項
ここでは Galois表現について, 言葉の準備等, 必要最低限のことしか述べな
い. より詳しい内容に興味を持った場合, 例えば [9] や２００９年度整数論サ
マースクール報告集（ここでは特に [10]）を読むことをお勧めする.

7.2.1 Galois表現で考える Galois群について

p を素数とする. まず, Qp の絶対 Galois 群 GQp
について簡単に復習する.

σ ∈ GQp とすると, σ は同形 σ : Z̄p
≃−→ Z̄p(ただしZ̄p は Q̄p の整数環)を誘導

し, さらに剰余体の間の同形 σ̄ : F̄p
≃−→ F̄p を導く. この σ 7→ σ̄ という対応に

よって, 全射準同形 π : GQp
↠ GFp

が得られる. IQp
= kerπ とおき, これを

pの惰性群と呼ぶ. IQp
の固定体 Q̄IQp

p は Qp の最大不分岐拡大 Qur
p に等しい.

定義により, 完全系列

1 → IQp
→ GQp

→ GFp
→ 1

があり, 同形
GQp

/IQp
≃ Gal(Qur

p /Qp) ≃ Gal(F̄p/Fp)

がある.

次に, S は素点の有限集合で∞ ∈ S を満たすものとして, GQ の商 GQ,S :=

Gal(QS/Q)の性質について説明する. pを素数とすると, 各埋め込み Q̄ ↪→ Q̄p

を決めるごとに単射 GQp ↪→ GQ, g 7→ g|Q̄ が定まる. この単射により, GQp を
GQ の部分群とみなす. ただし, 埋め込み Q̄ ↪→ Q̄p を取り換えると, この単射
は GQ での共役だけ変わることに注意しよう.

定義により p /∈ S ならば QS は p で不分岐なので, 全射 GQ ↠ GQ,S

による IQp の像は自明である. このとき, 合成 GQp ↪→ GQ ↠ GQ,S は
GQp/IQp → GQ,S を誘導する. GQp/IQp = Gal(F̄p/Fp)であったから, Frobp

の GQ,S における像（これも再び Frobp と書く）を考えることができる. 実
際には埋め込み Q̄ ↪→ Q̄p の取り方により Frobp ∈ GQ,S は共役で移るため
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GQ,S の元としては well-defined ではない. しかし, Frobp の定める共役類
[Frobp] ⊂ GQ,S は pのみに依存し well-definedとなる. この Frobenius共役
類について, 次の定理が重要である.

定理 7.2.1. (Chebotarev の稠密定理)
∪

p/∈S [Frobp] は GQ,S の中で稠密で
ある.

7.2.2 Galois表現

ここでは, Galois表現とは G = GQ または GQp の連続表現で有限次元であ
るもののみを考える. 有限次元に限る理由は, Gは副有限（したがってコンパ
クト）なので, 既約な表現は有限次元となるからである. さらに, 本稿で重要な
Galois表現は 2次元という事情もある. Galois表現は, 厳密にはベクトル空間
V とそれへの Gの連続作用 ρ : G→ GL(V )の組 (V, ρ)のことである. 表現空
間 V や準同形 ρを略して単に ρや V を Galois表現ということも多い. また,

V が n次元の F ベクトル空間のとき, V の基底を取って V ≃ Fn とし, ρを
ρ : G→ GLn(F )と書くことも多い. 表現の係数体 F としては, 主に F̄ℓ, Q̄ℓ,C
（もしくはその部分体）を考える. 係数体 F がこれらで与えられるとき, Galois

表現はそれぞれ法 ℓ表現, ℓ進表現, 複素表現と呼ばれる. GQ（より一般に代
数体の絶対 Galois群）の複素表現は特別に Artin表現と呼ぶのが慣例である.

法 ℓ表現や複素表現はスムーズ表現（表現空間の各元に対する固定部分群が開
部分群）となるため, Gの有限商を経由する.

GQ の Galois 表現における Frobenius 作用を考えるために, Galois 表現の
不分岐性を定義する.

定義 7.2.2. pを素数とする. GQ の Galois表現 (V, ρ)が pで不分岐とは, IQp

が V に自明に作用することをいう. （これは, IQp ⊂ ker ρと同値である. ）

GQ の Galois 表現 ρ : GQ → GLn(F ) のなかで特に重要なものは, ほと
んどいたるところ不分岐な Galois 表現である. すなわち, 素点の有限集合
S(∋ ∞) が存在して, 任意の p /∈ S に対して p で不分岐となるような Galois

表現である. このような ρ は ρ : GQ,S → GLn(F ) を誘導するので, 任意の
p /∈ S に対して ρ(Frobp)を考えることができる. Frobp ∈ GQ,S 自体は well-

definedではないが, 共役の取り方のみの曖昧さなので ρ(Frobp)の固有多項式
det(T − ρ(Frobp)) ∈ F [T ]は well-definedであることに注意しよう. とくに,

Trρ(Frobp)と det ρ(Frobp)は well-definedとなる.

注意 7.2.3. 半単純な表現はトレースで決まる（より強く [10, 命題 2-2-7]が言
える）ことと定理 7.2.1を使えば次がわかる：ほとんどいたるところ不分岐な
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Galois表現 ρ : GQ → GL2(F )は, 半単純ならば不分岐な素点 pたちに対する
Trρ(Frobp)で決定される. このことからも Trρ(Frobp)（p /∈ S）は大切な量で
あることがわかる.

この節の最後に, ℓ進 Galois表現の法 ℓ還元について説明する.

ρ : GQ → GLn(Q̄ℓ)

を ℓ進表現とする. このとき, 表現空間 Vρ の基底を取り換えることにより（す
なわち ρを共役でうつすことにより）, ρは GL2(Z̄ℓ)を経由するとしてよい.

ρを極大イデアル m ⊂ Z̄ℓ で割ったものを

ρ mod m : GQ → GLn(F̄ℓ)

とおく. ρ mod m は Vρ の基底の取り方に依存してしまうが, 再び [10, 命題
2-2-7]によりその半単純化 ρ̄は基底の取り方によらず ρのみによって定まる.

ρ̄のことを ρの法 ℓ還元という.

7.3 Galois表現の構成
§7.1に述べたように, 本稿の目的は有限体に値を取る全射準同形

f : T(k,N) → F

に対して F係数の Galois表現を構成するというものであった. しかし, そのた
めには正規化された Hecke固有形式に対する ℓ進表現の構成を必要とする.

7.3.1 ℓ進 Galois表現の構成

この節の目標は, 以下の定理について, k ≥ 2 の場合の証明の概略を述べる
ことである. （k = 1の場合は, 本報告集の小澤氏の解説を参照せよ. ）

定理 7.3.1. ( k = 2の場合：Eichler-志村 [8]．k ≥ 2の場合に拡張：Deligne[1]．
k = 1の場合：Deligne-Serre[2]． )

f ∈ Sk(Γ1(N))を正規化された Hecke固有カスプ形式で指標 ϵを持つもの
とし, Kf = Q(an(f);n ≥ 1)を f の係数によって生成される Hecke体とする.

また, 素数 ℓとKf の素点 λ|ℓを固定する. このとき, 2次元 Galois表現

ρf,λ : GQ → GL2(Kf,λ)

で以下の性質 (a)(b)を満たすものがただ一つ存在する：
(a) ρf,λ は Nℓを割らないすべての素数において不分岐である.

(b) 任意の素数 p ∤ Nℓ に対して, Trρf,λ(Frobp) = ap(f),det ρf,λ(Frobp) =

pk−1ϵ(p)が成り立つ.
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注意 7.3.2. Ribetの結果 [6]により, ρf,λ は絶対既約 (absolutely irreducible)

である. したがって, 注意 7.2.3によって, ρf,λ の唯一性は (a)(b)から従う.

定理 7.3の証明の方針を説明する前に, モジュラー形式に関する以下の事実
を思い出しておこう.

定理 7.3.3. (1)ペアリング

b : Sk(Γ1(N),Z)× T(k,N) −→ C
(g, T ) 7→ a1(Tf)

は完全である. すなわち, ２つの同形

ϕ : Sk(Γ1(N))
≃−→ HomZ−mod(T(k,N),Z)

f 7→ ϕf := b(f,−)

と

ψ : T(k,N)
≃−→ HomC(Sk(Γ1(N),Z),Z)

T 7→ ψT := b(−, T )

が導かれる.

(2) (1)の同形 ϕは同形

{f ∈ Sk(Γ1(N)) | f は正規化された Hecke固有形式 } ≃−→ Homrings(T(k,N),C)

を導く.

注意 7.3.4. (1)において, 任意の f ∈ Sk(Γ1(N))と T, T ′ ∈ T(k,N)に対して
b(T ′f, T ) = b(f, T ′T )が成り立つ. したがって, ϕと ψ は T(k,N)加群として
の同形写像である.

(2)において, ϕf (Tn) = an(f)である.

以下, k(≥ 2), N, f, ℓ, λ を定理の仮定の通りとする. T = T(k,N) とおく.

また, 簡単のため N > 4と仮定する.

Step1.

まず, 定理 7.3.3(1)により, T加群の同形

ψ : T ≃−→ HomZ(Sk(Γ1(N),Z),Z)

がある.

一方, Sk(Γ1(N))における Petersson内積を Atkin-Lehner対合を用いて修
正することにより, T⊗ C加群としての同形

Sk(Γ1(N))
≃−→ HomC(Sk(Γ1(N)),C)
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が得られる.

以上の２つの同形（と降下）により, Sk(Γ1(N),Q)は TQ 上の階数１の自由
加群であることがわかる.

Step2.

p : E → Y1(N)を Y1(N)上の普遍楕円曲線とし, j : Y1(N) ↪→ X1(N)を開埋
め込みとする. X1(N)上の層 Fk を

Fk := j∗Sym
k−2R1p∗ZE

と定める. Fk に関して, 次の志村同形が重要である.

定理 7.3.5. 標準的な同形

Shk,N : H1(X1(N),Fk)⊗ C ≃−→ Sk(Γ1(N))⊕ Sk(Γ1(N)) (7.1)

がある.

注意 7.3.6. X1(N)にも, Hecke対応という幾何的起源をもつ Hecke「作用」が
ある. （ただし実際には作用ではなく代数的対応である. ）この Hecke対応か
ら, コホモロジー H1(X1(N),Fk)上に Hecke作用素が定義される. したがっ
て (7.1)の両辺はそれぞれ Hecke作用素による作用を持つが, 志村同形 Shk,N

は実際には Hecke作用込みの同形である.

Step1と定理 7.3.5により, H1(X1(N),Fk)⊗Cは T⊗C上階数 2の自由加
群となる.（定理 7.3.1のGalois表現が 2次元である理由はこのことによる. ）

Step3.

ℓ 進コホモロジー H1
et(X1(N)Q̄,Fk,Qℓ

) は GQ による作用を持つ. さらに, 比
較同形

H1
et(X1(N)Q̄,Fk,Qℓ

) ≃ H1(X1(N),Fk)⊗Qℓ

と Step2により, H1
et(X1(N)Q̄,Fk,Qℓ

)は T⊗Qℓ 上階数 2の自由加群である.

Step4.

定理 7.3.3 (2) により, f は環準同形 ϕf : T → Kf と対応している. 係数拡大
によって環準同形 ϕf,λ : T⊗Qℓ → Kf,λ を得る.

Wf,λ := H1
et(X1(N)Q̄,Fk,Qℓ

)∨ ⊗T⊗Qℓ,ϕf,λ
Kf,λ

と定めると, Step3により, Wf,λ は Kf,λ 上 2次元の GQ の表現となる. この
Wf,λ こそが所望の Galois表現 ρf,λ である.
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Step5.

Wf,λ が定理の (a), (b) を満たすことについて, k = 2 の場合のみ説明する.

（k ≥ 2の場合は [1]を参照されたい. ）このとき, Fk,Qℓ
= Qℓ であり,

Wf,λ = VℓJ1(N)⊗T⊗Qℓ,ϕf,λ
Kf,λ

である. ここで, VℓJ1(N)は X1(N)の Jacobi多様体 J1(N)の (有理)Tate加
群である.

p ∤ N のとき X1(N)（の Q 上のモデル）は p において良還元を持つので,

J1(N)も pで良還元を持つ. J1(N)の pでの還元を J1(N)Fp
と書く. p ∤ Nℓ

とする. このとき, 自然な同形

VℓJ1(N) ≃ VℓJ1(N)Fp

がある. したがって, VℓJ1(N) は p で不分岐な GQ の表現であり, Frobp

の作用を考えることができる. Frobp の作用は, 絶対フロベニウス写像
F : J1(N)Fp

→ J1(N)Fp
から VℓJ1(N)Fp

に誘導される作用と等しいこと
に注意しよう. 一方, X1(N)上の Hecke対応は J1(N)Fp 上の Hecke作用素を
定める. 次の定理によって, J1(N)上の Hecke作用素 Tp は J1(N)Fp の絶対フ
ロベニウス写像 F と Vershiebung V（V F = FV = [p]となる射）によって
記述される：

定理 7.3.7. （Eichlelr-志村合同関係式）End(J1(N)Fp
)の中で

Tp = F + ⟨p⟩V

が成り立つ.

定理 7.3.7によって, J1(N)Fp
上で

F 2 − TpF + ⟨p⟩p = 0

が成り立つ. したがって, VℓJ1(N)(≃ VℓJ1(N)Fp)上で

Frob2p − TpFrobp + ⟨p⟩p = 0

である. ゆえに, Wf,λ 上では

Frob2p − ap(f)Frobp + ϵ(p)p = 0

である. （ϕf (Tp) = ap(f)であることに注意せよ. ）これより,

Tr(Frobp;Wf,λ) = ap(f), det(Frobp;Wf,λ) = ϵ(p)p

となる. （実際はこの説明はごまかしであり, 本来ならば [7, Theorem 3.7]の
ような議論をする必要があると思われる. ）
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7.3.2 法 ℓ Galois表現の構成

定理 7.3.8. N, k を正の整数とし, ℓ を素数とする. F を標数 ℓ の有限体とし,

全射準同形 f : T(k,N) → Fが与えられているとする. このとき, 半単純な法
ℓGalois表現

ρf : GQ → GL2(F)

で以下を満たすものが存在する：ρf は Nℓの外で不分岐であり, Nℓを割らな
い任意の素数 pに対して

Tr(ρf (Frobp)) = f(Tp), det(ρf (Frobp)) = f(⟨p⟩)pk−1

が成り立つ.

証明. m = ker f とおく. m に含まれる T(k,N) の極小素イデアル q を取る.

T(k,N)/qの商体を K とおけば, K は代数体である. 自然な射 T(k,N) → K

を ϕ とおく. 定理 7.3.3 (2) によって ϕ と対応する Hecke 固有形式を f とす
る. また, ϕ(m)を割るK の素点を λとする. 定理 7.3.1によってKλ 係数の ℓ

進 Galois表現が得られるので, その法 ℓ還元を ρf とすればよい.
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