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格子ボルツマン法の発展 

 

Progress in Lattice Boltzmann Method 

瀬 田 剛 

** 
SETA Takeshi 

 
Abstract  We review the recent progress and successful applications of lattice Boltzmann 
method (LBM) to computational fluid dynamics. To clarify the important issue in the LBM 
simulation, this report shows the recent progress in the LBM, and summarizes both the advantages 
and disadvantages of the LBM. We also discuss the immersed boundary-lattice Boltzmann method 
(IB-LBM) that has received much attention in recent years. Due to the common feature of using 
the Cartesian mesh, the IB-LBM successfully calculates the rigid particle motions in a viscous 
fluid. We present one of key issues in the IB-LBM, and examine the applicability of the Immersed 
Boundary Method to the lattice kinetic scheme (LKS) for particulate flow. 
 
Keywords: Lattice Boltzmann Method, Computational Fluid Dynamics, Immersed Boundary 

Method, Lattice Kinetic Scheme 
  

 
1. 緒 言 
 1988年に McNamara と Zanetti[1]によって提案
された格子ボルツマン法（Lattice Boltzmann 
Method, LBM）は、単一緩和時間モデル[2]の登場
により、数値流体力学（Computational Fluid 
Dynamics, CFD）の分野で急速に普及した。混相
流モデル、乱流モデル、熱流動モデル等多数の計

算手法が開発され、詳細は、Qianら[3]、Chenら
[4,5]、Succi[6]らによるレビュー論文等に掲載さ
れている。国内でも、様々な学会誌で、LBM の

特集記事[7-9]が組まれ、LBM に関する書籍も出

版された[10-12]。10 年前は、三次元計算や実用
的な流れ解析が不足していたが[7]、現在では、応
用計算が主流となり、商用ソフトも開発されてい

る。例えば、エクサ・ジャパン(株)から提供され
ている PowerFLOW は、LBM に基づき乱流、熱
流動現象の解析が可能な商用ソフトであり、

BMWを初めとした多くの自動車メーカーで流体
解析に使用されている（http://www.exajapan.jp/）。
Fig. 1 は、PowerFLOW による詳細形状を使用し

た床下流れの計算例を示しており、LBM に乱流

モデルを組み込むことで高レイノルズ数領域に

おける車両周りの流れの実用的な計算を再現し

ている。また、LBM は並列性能に優れているこ

とから、膨大なコア数を有する GPGPU
（General-purpose computing on graphics processing 
units）による並列処理に適している。エヌビディ
ア(株)（http://www.nvidia.co.jp/）のWebサイトで 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 1 Simulation of underbody flow with 
PowerFLOW. Image courtesy of Exa Japan 
Inc. and Porsche. 



 

も LBMの適用事例とアルゴリズムが詳しく紹介
され、CUDAに関する書籍にも LBMによる計算
事例が示されている[13]。以上のようにLBMは、
Navier Stokes（NS）方程式を時間と空間に対し二
次精度で解析できる CFD 手法として利用されて
いる。本報では、LBM の未解決の問題を整理す

ると共に、今日盛んに研究されている埋め込み境

界法（Immersed Boundary Method, IBM) [14]を
LBM に適用した Immersed Boundary-Lattice 
Boltzmann Method（IB-LBM）についても言及す
る。 
 
2. 格子ボルツマン法 
 LBMでは、Fig. 2 (a)に示される離散速度 ci に
対応した分布関数 fi が、 
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に従い、離散速度方向に時間発展することで、系

全体の巨視的な挙動が再現される。平衡分布関数
eq

if は次式で定義される。 
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   (a) D2Q9 model         (b) D3Q15 model 
 
 
 
 
 
 
 
   (c) D2Q13 model        (d) Octagonal model 

Fig. 2  Schematic of discrete velocity. 

ここで、cは離散速度の大きさ、wiは重み係数を

表し、Fig. 2 (a)に示される D2Q9モデルに対し、
w0 = 4/9、w1-4 = 1/9 、w5-8 = 1/36 である。密度r と
速度 u は、 

å= i ifr , å= i iif cur , (3) 

で定義される。式(1)にマルチスケール展開を適用
することにより、連続の式、 

,0=×Ñ u  (4) 
と NS方程式、 
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が導出される。圧力と動粘性係数は、 
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で与えられる。LBM では流速、圧力を直接計算

せず、式(1)の線形な運動方程式に基づき分布関数
fiを計算するだけで、非線形な NS 方程式が解析
される。 

LBMの利点として、(1) 複雑な二相界面を容易
に扱える、(2) マルチスケール展開を用いると、
LBMの発展方程式の線形な対流過程から、NS方
程式の非線形な対流過程を導出できる、(3) 質量、
運動量の保存に優れている、(4) 最小限の速度数
しか用いないため単純な代数計算のみによって

粒子速度分布関数からマクロ変数に変換される、

(5) 仮想的な粒子に対する分布関数が、格子上を
局所的に時間発展するため並列計算性能に優れ

ている、(6) バウンスバック・スキームにより複
雑な境界条件を簡単に扱える、(7) 時間と空間に
対し 2次精度を有する、(8) ポアソン方程式の反
復計算が不要であることなどが挙げられる。LBM
が CFD として普及した一番の要因は、アルゴリ
ズムの簡潔さ、つまりコーディングの容易さであ

る。例えば、Fig. 3に示される複雑な界面挙動を
示す自発的相分離の計算も、拡散界面モデル

（Diffuse-Interface Model, DIM）[15]を適用し、衝
突項と平衡分布関数を変更するだけで、簡単に実

施できる[16]。 
 一方、LBM が有する問題点を列挙すると、(1) 
角の境界条件の設定、(2) 多速度モデルの境界条
件の設定、(3) 外力項の定式化、(4) 圧縮性誤差 
(5) 二相界面の偽の流速分布、(6) メモリ消費量

Flow 
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の増大、(7) 埋め込み境界法の適用性等である。 
 一次精度のバウンスバック・スキームで生じた、

境界精度が緩和時間に依存する問題は Zou[17]や
稲室[18]によって解決され、境界条件に対し二次
精度を有するスキームが用いられている。しかし、

Fig. 2 (a)の灰色の矢印で示されるように、二次元
では角の境界に、三次元では Fig. 2 (b)で示される
D3Q15モデルに対しエッジと角の境界に、上記の
手法では設定できない分布関数が存在する。角の

分布関数に対し、主に、境界値 u に従う平衡分
布関数が与えられるが、計算精度が低下するため、

非平衡分布関数を考慮するスキーム[19]が提案さ
れている。また、温度方程式を一成分で扱う場合、

例えば、Qian[20]が提案したモデルでは、Fig. 2 (c)
に示される 2 倍の大きさの離散速度を有する
D2Q13 モデル等が用いられる。Qian のモデルで
は、内部エネルギ eは、分布関数 fs,i の運動エネ

ルギの総和として、 
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のように定義される。渡利は、粘性散逸等を含む

温度方程式を正確に導出するためには、Fig. 2 (d)
に示す 7 階テンソルまで等方な正八角形の離散
速度を用いるか、正方格子を使うなら離散速度を

29 個以上用いる必要があることを指摘した[21]。
この一成分熱モデルでは、二格子間隔以上の大き 

 

 

 

 

 

 

      (a) t = 400             (b) t = 1,600 

 

 

 

 

 

      (c) t = 16,000          (d) t = 64,000 

Fig. 3  Phase separation in a LB simulation. 

さの速度に対応した分布関数が壁に衝突するこ

とになる。つまり、一時間ステップの間に、分布

関数と壁との間で複数回の衝突が起きる。この複

数回の衝突毎に、壁の密度、流速、温度に対応し

た平衡分布関数を用い、境界条件を設定する手法

が提案されているが、境界近傍で誤差が発生する

ことが指摘されており、今後の解決が待たれる。

このように、LBM の境界条件の設定手法につい

てはまだ議論の余地がある。 
 外力項の定式化の問題とは、NS方程式、 
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の外力 F を適切に導出できるように、式(1)に付
加される外力項 Fiを定式化することである。 
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 この問題は Guo[22]により解決され、 
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が最も精度が高いことが理論および数値計算に

よって実証された。ただし、式(10)の外力項を使
うためには、速度を、 

,
2

Fcu t
i iif

d
r +å=  (11) 

のように定義し直す必要がある。もし、外力項が

速度に対し非線形な関数である場合、式(11)の取
り扱いが面倒になる。例えば、異方性多孔質体の

影響を考慮し、外力にブリンクマン項、ダルシー

項、フォルクハイマー項を取り入れた場合、 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  (a) Streamlines      (b) Normalized temperature 

Fig. 4  Natural convection in anisotropic porous 
media. 



 

Table 1  The average Nusselt number predictions 
with the generalized equation.  
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のように速度に対する二乗の項が存在する。ここ

で、e は気孔率、Kab は透過係数、G a は重力加
速度を表す。外力 F に速度 u が非線形な形で含
まれるため、式(11)から流速 u を陽に求めること
はできない。このため、最適化手法等を用いる必

要がある。式(12)の外力に対し、式(11)に最適化
手法を適用した LBMによる多孔質体内自然対流
解析の結果を Fig. 4に示す。ここで、温度方程式、 
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は、gi に関する運動方程式、 
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により計算される[23]。温度 T は gi により、 

,å= i igTr   (15) 

で定義され、熱拡散率は式(14)のtc から、 
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のように求められる。ダルシー数を Da = 10-2 と

一定にし、傾きq 、透過係数の比 k*、レイリー
数 Raを変えた場合の異方性多孔質体内自然対流
解析における平均ヌセルト数 Nuを Table 1に示
す。Nithiarasuらによる FEMの結果[24]とほぼ等
しい値が、LBMにより得られている[25]。外力項
の定式化の問題は IB-LBMの精度にも関係し、計
算精度や、アルゴリズムの簡潔さ、計算速度等に

対するトレードオフを考慮する必要がある。 
 マルチスケール展開により式(1)から導出され
る質量保存式は、 
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で与えられる。このため、LBMではマッハ数が
非圧縮性流体解析に対する限界を超えないよう

に代表速さを適切に設定する必要がある。これを 
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(b) Pressure 

Fig. 5  Temporal evolution of velocity and pressure 
in Taylor vortex flow. Mach = 0.3. 

Nu 

Brinkman Forchheimer Ra k* q 

FEM LBM FEM LBM 
0° 1.892 1.905 1.587 1.592 

45° 1.870 1.885 1.573 1.580 0.1 
90° 1.891 1.905 1.579 1.587 

0° 1.140 1.137 1.106 1.107 
45° 1.153 1.171 1.119 1.127 

104 

10 
90° 1.141 1.137 1.106 1.107 

0° 4.393 4.338 3.475 3.465 
45° 4.425 4.366 3.456 3.469 0.1 
90° 4.491 4.425 3.499 3.491 

0° 3.203 3.213 2.761 2.757 
45° 3.191 3.192 2.853 2.771 

105 

10 
90° 2.951 2.954 2.636 2.634 



 

圧縮性誤差の問題と呼ぶ。キャビティー流れや自

然対流解析の計算において、圧縮性誤差による圧

力の振動が報告されており、平衡分布関数を修正

した非圧縮性流体解析に対する LBM[26, 27]や、
流れ関数-渦度法に基づく LBM[28]が提案されて
いる。稲室は二相流解析において、圧力に対する

ポアソン方程式を記述する新たな分布関数を導

入することにより、連続の式を満足させ、密度比

の高い二相流の計算に成功している[29]。稲室の
手法を単相流解析に適用し、テーラー渦流れを計

算し、圧縮性誤差を検証する。マッハ数が 0.3に
おける流速と圧力の時間変化を Fig. 5に示す[30]。
フラクショナルステップ法を LBMに適用した結
果を●で、非圧縮性 LBM[26]の結果を+で、従来
型の LBMによる結果を×で、厳密解を実線で示
す。なお、流速および圧力は、最大値を取る点の

値を用い、初期値で正規化した。Fig. 5において、
従来型のD2Q9モデルでは流速と圧力に対して振
動が発生している。一方、連続の式を満足するよ

うに流速を修正しなければ、非圧縮性 LBMでも
圧力振動が生じる。以上より、従来型の LBMに
は圧力に僅かな振動があることを理解した上で、

LBM を利用する必要がある。二相界面に発生す

る偽の流速分布の問題や、LBM に対する乱流モ

デル、混相流モデル、非構造格子への適用に関す

る解説は文献[4]等に譲る。次節で、メモリ消費量
と埋め込み境界法の適用について言及する。 
 
3. 埋め込み境界法の適用 
 LBM では、等間隔のデカルト座標上に配置さ

れた粒子速度分布関数の運動により NS方程式が
解析される。デカルト座標上に任意形状の境界を

簡単に設定できる埋め込み境界法（IBM）が LBM
に適用された IB-LBMの研究が、近年盛んに行わ 

 

 

 

 

 

 

        (a) tv = 1                 (b) t v = 5 
Fig. 6  Profiles of the velocity of cylindrical Couette 

flows. 

れ、固気二相流解析に対する有効性が示されてい

る[31-34]。しかし、IB-LBMにも問題点が指摘さ
れている。外円は静止し、内円が一定の速度 u0 = 
0.01 で回転する同心円筒間のクエット流れを
IB-LBMにより計算する。内円の半径は Ri = 45、
外円の半径は Ro = 70、計算領域は 200×200とす
る。厳密解は、 
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で与えられる。緩和時間t v = 1、tv = 5に対する流
速分布を Fig. 6 (a)、(b)に示す。緩和時間が増加
するにつれ、境界近傍で流速分布に歪みが発生す

ることが Fig. 6より分かる。この歪みは IB-LBM
が有する本質的な問題であり、Le は剪断流を対
象に、IB-LBMによる境界近傍の速度の誤差を理
論的に導出し、計算条件としてtv < 2を提案した
[33]。なお、tv = 5の条件は IB-LBMの特性を明確
化するために用いており、通常、LBMでtv > 1が
用いられることはほとんどない。また、IB-LBM
において、式(9)の外力項に対し、式(10)、(11)を
用いることにより、固気界面における流れの漏れ

の問題を解決出来ることが示されている[34]。 
 LBMには fと f eq の二種類の分布関数に対し、
二次元で 9方向、三次元で 15方向以上の変数が
必要になるため、流速 uと圧力 pのみを用いる従
来の数値計算手法に比べメモリ消費量が多い。こ

の問題に対し、メモリ消費量を半減できる Lattice 
Kinetic Scheme（LKS）が稲室により提案された
[35]。従来の IBMの運動方程式に対し緩和時間を
tv = 1とすることで LKSの運動方程式、 

),,(),( tftf tiiti dd cxx -=+  (19) 

が導出される。式(19)は時間刻みdt の間に分布関

数 fi が一格子移動することを意味する。各離散速
度方向に移動した後、分布関数は次式に置き換え

られる。 
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 LKSでは f eqは必要ないため、LBM と比較し
変数の個数が半減される。なお、tv = 1とした場
合、式(6)において動粘性係数が固定されるが、



 

LKSの動粘性係数は、式(20)の Aによって調整さ
れる。 
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 従来の LBM の運動方程式に対し緩和時間をtv 
= 1 とすることで式 (19)が導出されるため、
IB-LBMの計算条件tv < 2をLKSは十分満足する。
LBM と比較し計算メモリを有効に活用できる以

外に、境界上の分布関数も式(20)によって与えら
れるため、境界上に流速の勾配情報も直接与える

ことが出来る等の利点がある。以下、埋め込み境

界法を LKSに適用した IB-LKSの計算例を示す。 
 剪断流中に存在する移動粒子の挙動を IB-LBM
と IB-LKSによって解析する。幅W = 2,000、高さ
H = 80のチャネル内に、直径 20、初速度 0の粒
子を高さ 20 の位置に置く。上下壁は互いに逆方
向に uw /2 = 1/120の速さで移動する。レイノルズ
数 Re = 40であり、重力は働かない。移動する粒
子の高さの時間変化を Fig. 7に示す。高い弾性係
数を用いることで構造体から流体に作用する外

力 を 計 算 す る Penalty Method に 基 づ く
IB-LBM[32]の結果を○で、FEM[36]の結果を●で、
Direct Forcing Method に基づ く IB-LKS と

IB-LBM の結果を実線と破線で、それぞれ示す。

Fig. 7から IB-LKSによる本計算結果が他の計算
結果とよい一致を示しており、剪断流中の粒子挙

動が IB-LKSにより適切に計算されたことが分か
る。 
 最後に、重力加速度 g = 981[cm/s2]を考慮し、チ
ャネル内の二つの粒子の沈降の計算を行う。チャ

ネル幅は 2[cm]、高さは 8[cm]、動粘性係数は 0.01  
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Fig.7  The lateral migration of the particle. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) t = 0.5  (b) t = 1.5  (c) t = 2.5  (d) t = 3.0  (e) t = 4.5 

Fig.8  Sedimentation of two particles in a channel. 
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 Fig.9  Transverse coordinates of the centers of the 

two particles. 
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Fig. 10  Longitudinal coordinates of the centers of 

the two particles. 



 

[cm2/s]、流体の密度は 1.00[g/cm3]、粒子の密度は
1.01 [g/cm3]、半径は 0.1[cm]とし、粒子 1（Particle 
1）は（0.999[cm], 7.2[cm]）に、粒子 2（Particle 2）
は（1[cm], 6.8[cm]）に配置する。時間刻みが 5.0
×10-4[s]になるように、係数 Aを調整する。粒子
同士および粒子と壁との衝突には Glowinskiのモ
デル[37]を用いる。0.5、1.5、2.5、3.0、4.5[s]にお
ける流速分布と粒子位置とを Fig. 8に、垂直方向
と水平方向の粒子位置の時間変化を、それぞれ、

Figs. 9, 10に示す。Figs. 9, 10から、IB-LKSによ
る本計算結果が、参照解[31]と良い一致を示すこ
とが分かる。また、粒子 1が粒子 2に追いついた
後、二つの粒子がチャネル中心からゆっくり逸れ、

回転しながらお互いに離れていくDKT（Drafting, 
Kissing, Tumbling）現象 [31]を再現できているこ
とが Fig. 8から分かる。 
 
4. 結 言 
 LBM は実用的な計算に対応でき、商用ソフト

として十分な実績を挙げる一方で、今回紹介した

ような問題点がまだ残されている。単一緩和時間

モデル[2]よりも数値的安定性に優れた多緩和時
間（Multiple Relaxation Time, MRT）モデル[39]が
様々な計算に用いられつつあることからも分か

るように、アルゴリズムの簡便さと計算精度との

トレードオフを考えながら、LBM の改良が続け

られており、今後の更なる発展が期待できる分野

である。LBM の最新の研究動向が分かる国際会

議として、International Conference on the Discrete 
Simulation of Fluid Dynamics（DSFC）が挙げられ
る。DSFCはヨーロッパ、アメリカ、アジアの順
で毎年開催されており、今年は 7月にローマで開
催された。日本混相流学会年会講演会、数値流体

シンポジウム、LBM研究会が、LBMに関する情
報交換を行う国内での有益な場となっている。 
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