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12．

重さ 1の楕円尖点形式に伴う
Artin表現

小澤 友美（東北大学/Université Paris 13）

12.1 はじめに
12.1.1 本稿の位置付け

本稿は第 25回整数論サマースクール 2017における講演「重さ 1 の楕円尖
点形式に伴う Artin表現」の内容をまとめたものである．サマースクールでは
時間の都合により割愛せざるを得なかった事柄について詳細な解説を加えた．
重さ 1 の楕円尖点形式に伴う Artin表現は Deligne-Serre [4]によって構成

された．本稿では [4]の概説 [13] J. -P. Serre, “Modular forms of weight one

and Galois representations”に沿って説明し，必要に応じて [4]も参照する．

12.1.2 本稿の大まかな内容

本稿は 6節の本文と 1節の付録からなる．

前半部 ([13] Part I §1, §2, §3.1, §3.2, §4に相当する部分)

第 12.2節で有理数体の絶対 Galois群の 2次元 Artin表現に関する基本事項
を述べる．第 12.3節では楕円モジュラー形式に伴う L-関数とその関数等式，
Hecke固有値の性質を振り返る．第 12.4節では，本稿の主定理 (重さ 1 の新
形式に伴う 2 次元 Artin表現の存在)及びその逆に相当する定理の主張を述べ
る．第 12.5節では主定理の証明を概説する．特に，(1) Galois表現の構成を重
さ 2 以上の場合に帰着させる方法 (第 12.5.1節), (2)重さ 1 の場合に Galois
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表現の像が有限になる理由 (第 12.5.2節，第 12.5.3節)の二つを重点的に解説
する．

後半部 ([13] Part I §3.3, Part II §7に相当する部分)

第 12.6節では，2次元 Artin表現から得られる射影線形表現の像について考
察する．特に，重さ 1 の新形式に伴う Artin表現が，その射影表現の像に応じ
て「二面体型」「例外型」のいずれかに分類されることを述べる．第 12.7節で
は二面体型の Artin表現についてさらに詳しく考察する．具体的には，Artin

表現に対応する 2次体，表現を誘導する指標の性質について述べる．

付録：法 l 表現の標数 0 への持ち上げについて
第 12.5.4節で認めた，法 l 表現の持ち上げについて証明を与える．

12.1.3 記法と慣習

記法と慣習については基本的に [13]のそれらを踏襲する．有理数体 Q の代
数閉包 Q を一つ固定し，G = Gal(Q/Q) でその絶対 Galois群を表す．本稿
を通じて，G の線形表現は全て連続であるとする．c ∈ G を複素共役とする．
Artin により，G の位数 2 の元は共役を除いて一意に定まることが示されて
いる．このような c を一つ選ぶことは，体の埋め込み Q ↪→ C を一つ選ぶこ
とに相当する．c の位数は 2 である．

12.2 2 次元 Artin表現
一般に Artin表現とは，代数体の絶対 Galois群の連続な有限次元複素線形
表現のことを指す．ρ : G→ GLn(C) を n 次元 Artin表現，V を ρ の表現空
間とする，ρ が連続なので ρ の核 ker(ρ) は G の開部分群で，従って ρ の像
は有限群である．ρ の行列式 det(ρ) とは群準同型 G ∋ σ 7→ det(ρ(σ)) ∈ C×

のことである．det(ρ(c)) = −1 のとき ρ は奇，det(ρ(c)) = 1 のとき ρ は
偶であるという．ρ が奇 (resp. 偶)であることと，det(ρ) を類体論を経由して
Dirichlet指標とみなしたときに奇指標 (resp. 偶指標)であることが同値．
次に ρ の Artin 導手を定義する．詳細は [15, Chap. VI, §2] を参照された
い．ρ の核に対応する Q の有限次 Galois 拡大を F , F/Q の Galois 群を G′

とする．ρ を G′ の表現とみなす．素数 p に対し，p での分解群 Dp ⊂ G′ を一
つ固定する．整数 i ≥ −1 に対し，Dp,i で Dp の i 次下付き分岐群を表す*1．
特に Dp,−1 = Dp が p での分解群，Dp,0 が p での惰性群に一致し，ある整数

*1 下付き分岐群の定義については，例えば [15, Chap. IV §1]を参照されたい．
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i0 が存在して任意の i ≥ i0 に対し Dp,i = {1} となる．dp,i を Dp,i の位数，
V Dp,i を ρ(Dp,i) の作用で固定される V の部分空間とし，

np(ρ) =

∞∑
i=0

dp,i
dp,0

codim(V Dp,i)

とおく．Artinの定理 [15, p. 99 Theorem 1’]により，np(ρ) は非負整数であ
る．また，np(ρ) は分解群 Dp の取り方によらない．ρ が p で不分岐であるこ
とと np(ρ) = 0 であることが同値である．ρ の像が有限群なので，ほとんどす
べての p について np(ρ) = 0 となる．

定義 12.2.1. ρ のArtin導手 N(ρ) を N(ρ) =
∏

p: 素数 pnp(ρ) で定める．

次に，ρ に伴うArtin L-関数 L(s, ρ) を以下のように定める：

L(s, ρ) =
∏

p: 素数
det(1− p−sρ(Frobp);V

Dp,0)−1.

ただし，Frobp は p での数論的 Frobenius元．右辺の無限積は Re(s) > 1 の
範囲で絶対収束する．また，右辺は ρ の同型類のみに依る．ρ が完全可約なの
で，結局右辺は ρ の指標 χ = Tr(ρ) のみに依存する*2．従って ρ の Artin L-

関数を L(s,Tr(ρ)) と書いて差し支えない．この記法のもとで以下が成立 ([9,

p. 9 Theorem]. Theoremの記法については [9, p .6]参照):

1. (加法性) ρ1, ρ2 を G の Artin表現とすると

L(s,Tr(ρ1) + Tr(ρ2)) = L(s,Tr(ρ1))L(s,Tr(ρ2)).

2. (持ち上げ) H を G の正規開部分群，ρ を G/H の有限次元線型表現，
ρ′ を自然な全射 G→ G/H と ρ を合成して得られる G の Artin表現
とする．このとき

L(s,Tr(ρ′)) = L(s,Tr(ρ)).

3. (誘導表現) H を G の開部分群，σ を H の有限次元線型表現とする．
ρ = IndGH(σ) を σ が誘導する G の表現とすると

L(s,Tr(IndGHσ)) = L(s,Tr(σ)).

以下では G のArtin表現 ρ が 2 次元で奇であると仮定する．拡張された
Artin L-関数を定義する．Γ(s) を Γ 関数として

Λ(s, ρ) = N(ρ)s/2(2π)−sΓ(s)L(s, ρ)

*2 logL(s, ρ) を Tr(ρ) を用いて表した式が [9, p. 11]にある．
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とおく*3．Λ(s, ρ) は全複素平面の有理型関数に解析接続され，ρ̄ を ρ の反傾
表現とすると以下の関数等式を満たす：

Λ(1− s, ρ) = W (ρ)Λ(s, ρ̄). (12.1)

ここで W (ρ) は絶対値が 1 の複素数 (Artin root number)である．これらの
性質は，Brauerの誘導定理 [3]を用いて証明された*4([9, p. 14 Theorem]と
その証明を参照)．特に，Artin L-関数の解析接続と関数等式は，モジュラー
形式に伴う L-関数のそれらとは独立に証明された．

予想 12.2.2 (Artin予想). Λ(s, ρ) は s = 0, 1 を除いて正則である．

注意 12.2.3. Artin 自身が [1] で予想した主張は「ρ が G の自明な表現を含
まなければ Λ(s, ρ) は s の正則関数」と思われる．[4, §4 (c)]でもこの主張を
Artin 予想としている．予想 12.2.2 では [13, §1] にある主張をそのまま述べ
た．ρ が自明な表現を含む場合 Λ(s, ρ) は極を持つ．例えば自明な 1 次元表現
に対応する Artin L-関数は Riemann zeta関数で，s = 1 で 1 位の極を持つ．

注意 12.2.4. 今日では Serre 予想の解決 [6] に伴い，任意の奇な既約 2 次元
Artin表現 ρ : G = Gal(Q/Q)→ GL2(C) は重さ 1 の新形式に対応し，従っ
てその Artin L-関数は全複素平面で正則であることが示されている．

以下では，ρ に関する次の要請 (A)を考える：

要請 12.2.5 (A). 正の整数 M が存在して，導手 が M と素である 任意の G

の 1 次元表現 χ に対し，Λ(s, ρ⊗ χ) が s = 0, 1 を除いて正則である．

12.3 楕円モジュラー形式
Γ = SL2(Z) と書く．k,N ≥ 1 を整数，ε を法 N の Dirichlet指標とする．

重さ k,レベル Γ0(N),指標 εの正則モジュラー形式のなす複素ベクトル空間を
M(Γ0(N), k, ε) で表す．すなわち Mk(Γ0(N), k, ε) の元 f は，上半平面で定
義される正則関数で，任意の γ = ( a b

c d ) ∈ Γ0(N) に対し f |kγ = ε(d)f を満た
し，全ての尖点で正則である．M(Γ0(N), k, ε) の尖点形式からなる部分空間を
S(Γ0(N), k, ε) で表す．ε(−1) = −(−1)k ならば M(Γ0(N), k, ε) = {0} とな
るので，ε(−1) = (−1)k を常に仮定する．q = e2πiz とし，f ∈M(Γ0(N), k, ε)

の q-展開を f(z) =
∑∞

n=0 anq
n と書く．

*3 一般に，G の Artin表現 ρ の Γ-因子は ρ の次元と偶奇に依存する．ここで紹介した Γ-因
子 N(ρ)s/2(2π)−sΓ(s) はあくまで ρ の次元が 2 で奇な場合の因子である．一般の Artin

表現の Γ-因子の定義は [9, Part I §4 (ii), pp. 11–14]を参照されたい．
*4 より詳しく，Brauer の誘導定理と Artin L-関数の性質 (1)–(3) により，Artin L-関数
は有限個の Hecke L-関数の積の比で表される．従ってこれらの Artin L-関数の性質は，
Hecke L-関数の有理型関数への解析接続と関数等式，root numberの性質に帰着される．
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以下では，モジュラー形式として主に新形式を考える*5．a1 = 1 を満たす
新形式のことを，正規化された新形式という．

定義 12.3.1. f ∈ M(Γ0(N), k, ε), f(z) =
∑∞

n=0 anq
n に伴う L-関数を以下

で定める：

Lf (s) =
∞∑

n=1

ann
−s.

Lf (s) は Re(s) が十分大きな範囲で収束し，f が Hecke 固有形式ならば
Euler 積を持つ．Λf (s) = Ns/2(2π)−sΓ(s)Lf (s) とおくと，Λf (s) は全複素
平面の有理型関数に解析接続され，関数等式

Λf (k − s) = ikΛf ′(s) (12.2)

を満たす．ここで f ′ = f |kW , W = ( 0 −1
N 0 ) である．特に Λf (s) は s = 0, k

で高々 1 位の極を持つ．f が a0 = 0 を満たす場合 Λf (s) は正則である．
特に f が S(Γ0(N), k, ε) の正規化された新形式ならば，f は Euler積

Lf (s) =
∏
p∤N

(1− app
−s + ε(p)pk−1−2s)−1

∏
p|N

(1− app
−s)−1 (12.3)

を持ち，Λf (s) は全複素平面の正則関数に解析接続される．さらに複素数 z の
複素共役を z̄ として f̄(z) = f(−z̄) と定めると，f̄ は S(Γ0(N), k, ε̄) の新形
式で，f |kW = cf̄ となる定数 c ∈ C が存在する．従って関数等式 (12.2)は

Λf (k − s) = cikΛf̄ (s) (12.4)

と書き直される．これらの L-関数の性質を最初に示したのは Hecke である
(一般には [8]). k = 1 の場合の関数等式 (12.4) と，Artin L-関数の関数等式
(12.1)とを比較されたい．
重さ k が 2 以上の場合，S(Γ0(N), k, ε) の Hecke固有値はある一つの代数

体の整数環に全て含まれるが ([16, Theorem 3.52]), 重さ 1 の場合も同様であ
る．証明は [13, §2.5]を参照されたい*6．

12.4 主定理
前節で新形式 f に伴う L-関数の性質を観察したが，それらの性質は，

Dirichlet指標で Lf (s) を捻って得られる L-関数に伝播する．では，捻りに関

*5 新形式については [13, §2.3] に簡潔な説明がある．詳細は [8] や [10, §4.6] を参照され
たい．新形式に注目する理由は，S(Γ0(N), k, ε) の任意の元が有限線形和 ∑

i fi(diz)

(Ni | N , diNi | N , ε は法 Ni で定義され，fi は S(Γ0(Ni), k, ε) に属する新形式)とし
て一意的に表されるからである．

*6 S(Γ0(N), 1, ε) を重さ 2 以上の尖点形式の空間に埋め込んで，k ≥ 2 の場合に帰着する．
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してそのような良い振る舞いをする Artin L-関数，すなわち要請 12.2.5を満
たす Artin L-関数は，重さ 1 の新形式の L-関数に対応するだろうか．その問
いに答えるのがいわゆる “Weilの逆定理”である：

定理 12.4.1 (Weil-Langlands [20], [21], [5]). ρ を G の既約で奇な 2 次元
Artin表現，N を ρ の Artin導手，ε を ρ の行列式とする．ρ が要請 (A)を
満たすと仮定する．L(s, ρ) =

∑∞
n=1 ann

−s と書くと，f(z) =
∑∞

n=1 anq
n は

S(Γ0(N), 1, ε) の正規化された新形式である．

本稿の主定理はこの定理の逆向きに相当する：

定理 12.4.2 (Deligne-Serre [4] Théorème 4.1). f を S(Γ0(N), 1, ε) の正規化
された新形式とする．このとき，G の既約な 2 次元 Artin表現 ρ で

Lf (s) = L(s, ρ)

なるものが存在する．さらに ρ の Artin導手は N , 行列式は ε である．

これら二つの定理により，以下の二つの集合の間の全単射が得られた：

{f | 正規化された重さ 1 の新形式 }
定理 12.4.1 ↑ ↓ 定理 12.4.2

{ρ : G→ GL2(C) | 既約，奇で要請 12.2.5を満たす Artin表現 } / ∼= (同型)

特に Artin予想が正しければ，要請 12.2.5が自明に成り立つので，任意の G

の奇な既約 2 次元 Artin表現が重さ 1 の新形式に対応する．

12.5 主定理 12.4.2の証明
f を S(Γ0(N), 1, ε) の正規化された新形式とする．第 12.3節の終わりで述

べた通り，f の Hecke体 Q({an;n ≥ 1}) は代数体で，an は代数的整数であ
る．したがって，有限次 Galois拡大 E/Q を，その整数環 OE にすべての an

が含まれるように取れる．素数 l に対し，l を含む OE の素イデアル pl を一
つ取り，kl = OE/pl を pl での剰余体とする．

12.5.1 モジュラー形式に伴う法 l 表現の存在

まず l を素数として，Nl の外不分岐な半単純連続表現 ρl : G → GL2(kl)

で，任意の素数 p ∤ Nl に対し

det(1− ρl(Frobp)T ) = 1− apT + ε(p)T 2 mod pl

を満たすものを構成する．以下の手順で，重さ 2 以上の場合の l-進表現の存
在に帰着する：
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手順 1

m ≡ 0 mod (l − 1) なる偶数 m ≥ 4 を取り，M(Γ,m, 1) に属する唯一の
Eisenstein級数

Em(z) = 1− bm
2m

∞∑
n=1

σm−1(n)q
n (σm−1(n) =

∑
0<d|n

dm−1)

を考える．ただし bm は m 番目の Bernoulli数である．Clausen-von Staudt

の定理 [19, Theorem 5.10]により，Em の Fourier係数を l-進整数とみなすこ
とができ，さらに Em ≡ 1 mod l となる．従って fEm ≡ f mod pl となり，
法 pl で f と合同な重さ 2 以上の尖点形式 fEm が得られた．

手順 2

fEm は法 pl で Hecke固有形式だが，標数 0 ではそうでないので，fEm に
l-進 Galois表現が伴うとは限らない．そこで以下の Deligne-Serreの補題を用
いて，S(Γ0(N),m+1, ε) の元 g で，任意の素数 p ∤ Nl に対して g|Tp = bpg,

bp ≡ ap mod pl を満たすものをとる．

補題 12.5.1 (Deligne-Serre の補題 [4] Lemme 6.11). M を離散付値環 O 上
の階数有限自由加群とする．m で O の極大イデアル，k で O の剰余体，
K で O の商体を表す．T を互いに可換な M の自己準同型の集合とする．
f ∈M/mM を 0 ではない T の同時固有ベクトル，T ∈ T の固有値を aT ∈ k

とする．このとき，O を含む離散付値環 O′ と，M ′ = O′ ⊗O M に属する 0

ではない T の同時固有ベクトル f ′ で，f ′|T = a′T f
′ (T ∈ T ) とすると

a′T ≡ aT mod m′

を満たすものが存在する．ただし m′ は O′ の極大イデアルである．

注意 12.5.2. 補題 12.5.1は f の固有値の集合 {aT | T ∈ T } が持ち上げられ
ることを主張しているが，f ′ が f の持ち上げになっているか (f ′ mod m′ が
f に一致するかどうか)については何も述べていない．

補題 12.5.1を O = OE,(pl) (E の整数環 OE の素イデアル pl での局所化),

M = S(Γ0(N),m + 1, ε;OE,(pl)), T = {Tp; p ∤ Nl} として適用すると，あ
る E の有限次拡大 E′, pl の上にある E′ の素イデアル Pl とモジュラー形式
g ∈ S(Γ0(N),m+ 1, ε;OE′,(Pl)) が存在して，任意の素数 p ∤ Nl に対し

g|Tp = bpg and bp ≡ ap mod Pl

が成り立つ．この g に付随する l-進 Galois表現を θl : G → GL2(E
′
Pl
) とす

る．ただし E′
Pl
で E′ の Pl での完備化を表す．θl の表現空間の基底を適当
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に取り替えて，θl の行列表示の成分が E′
Pl
の整数環に値を持つとして良い．

ρ̃l = θl mod Pl を θ の剰余表現とする．これは E′ の Pl での剰余体 k′l に係
数を持つ表現 ρ̃l : G→ GL2(k

′
l) で，任意の素数 p ∤ Nl に対し

Tr(ρ̃l)(Frobp) = ap mod Pl, (12.5)

det(ρ̃l)(Frobp) = pmε(p) ≡ ε(p) mod Pl (12.6)

が成り立つ．式 (12.6)の最後の合同式で，仮定 m ≡ 0 mod (p− 1) を用いた
ことに注意されたい．
最後に，ρ̃l の半単純化を ρl として，ρl が kl に係数を持つことを示
す．そのためには任意の γ ∈ Gal(k′l/kl) に対し，ρl と ργl が同型であ
ることを示せば十分．式 (12.5), (12.6) より，任意の素数 p ∤ Nl に対し
Tr(ρl)(Frobp),det(ρl)(Frobp) は kl に属する．一方で Chebotarëv の密度定
理より，有限群 ρl(G) の任意の元が ρl(Frobp) (p は素数，p ∤ Nl)の形をして
いる．従って ρl と ργl の特性多項式は等しい．ゆえに ρl は kl 上定義される．

12.5.2 Rankinの結果の応用

この節では Im(ρl) の位数の評価に必要となる，尖点形式に伴う L-関数の解
析的性質を紹介する．

定理 12.5.3 ([12] II Theorems 3 and 4). k ≥ 1 を整数，f ∈ S(Γ0(N), k, ε)

を恒等的に 0 ではない尖点形式，その q-展開を f(z) =
∑∞

n=1 anq
n とする．

F (s) =
∑∞

n=1 |an|2n−s とおく．F (s) は Re(s) > k の範囲で絶対収束し，全
複素平面で定義される有理型関数に解析接続される．さらに F (s) は s = k で
一位の極を持つ*7．

以下の命題は定理 12.5.3を応用して得られるもので，次節で Im(ρl) の位数
を評価する際に鍵となる：

命題 12.5.4 ([4] Proposition 5.1). k ≥ 1 を整数，f ∈ S(Γ0(N), k, ε) を恒等
的に 0 ではない Hecke作用素 Tp (p ∤ N) の同時固有形式で，固有値が ap で
あるとする．このとき無限級数 ∑

p∤N |ap|2p−s は Re(s) > k なる範囲で絶対
収束し，さらに以下が成り立つ：∑

p∤N

|ap|2p−s ≤ log(1/(s− k)) + O(1) as s→ k.

*7 Rankin はさらに F (s) と F (2k − 1 − s) の間に成立する関係式 (関数等式) も証明して
いるが，命題 12.5.4の証明に必要ない上に記述が複雑なので割愛する．
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12.5.3 Im(ρl) の位数の上からの評価

以下 Gl = Im(ρl) と書く．L を E で完全分解する素数の集合とし，
supl∈L #Gl が有限であることを示す．

定義 12.5.5. 素数の部分集合 P の上密度 (upper density) upp.dens.(P ) と
は，極限 lim sups→1,s>1(

∑
p∈P p−s)/ log(1/(s− 1)) のことである．この極限

は存在し，0 以上 1 以下の値をとる．

命題 12.5.4を k = 1 の場合に適用して，以下の補題を示す：

補題 12.5.6 ([13] pp. 215–216). 任意の実数 η > 0 に対し，素数の集合 Pη で

1. upp.dens.(Pη) ≤ η かつ
2. Mη = # {ap | p /∈ Pη} < +∞

となるものが存在する．

証明. まず γ ∈ Gal(E/Q) に対し，fγ(z) =
∑∞

n=1 a
γ
nq

n で定義される fγ は
S(Γ0(N), 1, εγ) に属することに注意する．fγ に命題 12.5.4を適用すると∑

p∤N

|aγp |2p−s ≤ log(1/(s− 1)) + O(1) as s→ 1

が成り立つ．γ に関する和を取って

∑
p∤N

 ∑
γ∈Gal(E/Q)

|aγp |2
 p−s ≤ [E : Q] log(1/(s− 1)) + O(1) as s→ 1

(12.7)

となる．一方で，任意の実数 c > 0 に対し，集合

S(c) =

a ∈ OE

∣∣∣∣ ∑
γ∈Gal(E/Q)

|aγ |2 ≤ c


は有限である．素数の集合 PS(c) = {p; p ∤ N and ap /∈ S(c)} の上密度を調
べる．PS(c) の定義から

c

 ∑
p∈PS(c)

p−s

 <
∑

p∈PS(c)

 ∑
γ∈Gal(E/Q)

|aγp |2
 p−s

となる．これを不等式 (12.7)と組み合わせて，左辺の上からの評価

c

 ∑
p∈PS(c)

p−s

 < [E : Q] log(1/(s− 1)) + O(1) as s→ 1
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を得る．すなわち upp.dens.(PS(c)) < c−1[E : Q] となる．c = η−1[E : Q]

として，Pη = PS(c) と取れば補題の一つ目の性質が従う．二つ目の性質につ
いては，Pη の定義に基づいて Mη = # {ap; p | N or ap ∈ S(c)} と書き直せ
ば，S(c) が有限集合なので Mη もまた然り．

注意 12.5.7. 補題 12.5.6で実数 η > 0 を 0 に近づけると，条件 1より Pη の上
密度が 0 に近づくので，Pη は小さくなる．従って Pη に属さない素数 p は増
えるが，条件 2によれば p /∈ Pη なる ap は常に有限個しか存在しない．従っ
て，f の Fourier係数に重複が大量に生じていて，集合 {an | n = 1, 2, . . .} は
有限であると期待される (あくまで直感的な捉え方に過ぎないが).

Hl を ρl(Frobp) (p /∈ Pη, p ∤ Nl) と GL2(kl) 上共役な Gl の元からな
る部分集合とする．Chebotarëv の密度定理より，有限群 Gl の任意の元が
ρl(Frobp) (p は素数，p ∤ Nl)の形をしている．従って任意の l ∈ L に対し

#Hl ≥ (1− η)#Gl, # {det(1− hT ) | h ∈ Hl} ≤Mη

の二つが成り立つ．2番目の不等式の右辺は l に依存しないことに注意された
い．以下の命題により，これらの条件を満たす Gl の位数は l ∈ L に依らない
値で上から評価される．

命題 12.5.8 ([4] Proposition 7.2). η を 0 < η < 1/2 なる実数，M ≥ 0 を整
数とする．GL2(Fl) の部分群 G に関する条件 C(η,M) を考える：

要請 12.5.9. [条件 C(η,M)] ある G の部分集合 H で次の二つを満たすもの
が存在する：

#H ≥ (1− η)#G; (12.8)

# {det(1− hT ) | h ∈ H} ≤M. (12.9)

(要請 12.5.9ここまで)

このときある定数 A = A(η,M) で，任意の素数 l と，条件 C(η,M) を満た
す任意の GL2(Fl) の部分群 G に対して #G ≤ A を満たすものが存在する．

証明. 不等式 (12.8)より，H の元の個数が l によらない定数で上から評価で
きれば十分．一方不等式 (12.9)によると，H の元の特性多項式の個数は l に
よらない定数 M で抑えられている．従って，「H の元の個数」と「H に属す
る行列の特性多項式の集合の元の個数」の二つを関連づける必要がある．より
具体的には，与えられた多項式を特性多項式に持つ行列の個数を数える．
GL2(Fl) の部分群 G は，以下のいずれかを満たす (Dicksonの分類):

(a) G が SL2(Fl) を含む；
(b) G が GL2(Fl) の Cartan部分群 T に含まれる；
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(c) G が GL2(Fl) の Cartan部分群 T の正規化群に含まれるが，T 自身に
は含まれない；

(d) G の PGL2(Fl) での像が対称群 S4, 交代群 A4 または A5 のいずれか．

この分類に基づいて，G の位数を l によらない値で評価する．

(a) 与えられた特性多項式を持つ GL2(Fl) の元の個数は l2 + l, l2 または
l2− l である (多項式の根で Fl に属するものの個数がそれぞれ 2, 1 また
は 0). 従って (1− η)#G ≤ #H ≤M(l2 + l). 一方 r = [G : SL2(Fl)]

とすると #G = rl(l2 − 1). よって (1 − η)r(l − 1) ≤ M , すなわち
l ≤ 1 +M/(1 − η)．固定した η と M に対し，G が C(η,M) を満た
す素数 l は有限個しかない．よってそのような任意の素数 l ∈ L に対
し #G ≤ A(η,M) が成り立つように，A(η,M) を取れる．

(b) Cartan部分群の定義より，与えられた特性多項式を持つ T の元の個数
は高々 2. 従って (1− η)#G ≤ #H ≤ 2M , i.e., #G ≤ 2M/(1− η).

(c) G′ = G ∩ T , H ′ = H ∩ T とおくと [G : G′] = 2. G が C(η,M) を満
たすならば，#H ′ ≥ (1− η)#G−#(G \G′) = (1− 2η)#G′. よって
G′ は C(2η,M) を満たす．(b)の議論より #G ≤ 4M/(1− 2η).

(d) G の PGL2(Fl) での位数は高々 60. よって G ∩ SL2(Fl) の位数は
高々 120. 従って与えられた行列式を持つ G の元の個数は高々 120. す
なわち与えられた特性多項式を持つ G の元の個数も高々 120. よって
#G ≤ 120M/(1− η).

注意 12.5.10. 第 12.5.3節の冒頭で素数 l を E で完全分解するものに限定し
たのは，この条件のもとでは pl での剰余体 kl が l 元体 Fl に一致し，Gl に
命題 12.5.8を適用できるからである．

12.5.4 Artin表現の構成と所望の性質の証明

前節の命題 12.5.8 により，任意の l ∈ L に対し #Gl ≤ A を満たす定数
A = A(η,Mη) が存在する．E をその有限次拡大に取り替えて，任意の正の整
数 n ≤ A に対して 1 の n 乗根が E に含まれるとしてよい (これにより L は
小さくなる). OE [T ] の部分集合 Y を

Y = {(1− αT )(1− βT ) | α, β は位数 A 以下の 1 の根 }



200 12． 重さ 1の楕円尖点形式に伴う Artin表現（小澤）

で定義する．N を割らない素数 p を一つ固定する．任意の l ∈ L, l ̸= p に対
し，ある Rl(T ) ∈ Y が存在して

1− apT + ε(p)T 2 ≡ Rl(T ) mod pl

となる．Y は有限集合なので，ある R(T ) ∈ Y が存在して，有限個を除く全
ての l ∈ L に対して

1− apT + ε(p)T 2 ≡ R(T ) mod pl

となる．従って

1− apT + ε(p)T 2 = R(T )

となる．特に，任意の p ∤ N に対し 1− apT + ε(p)T 2 は Y に属する．
次に L′ = {l ∈ L | l > A, “R,S ∈ Y , R ̸= S” implies R ̸≡ S mod pl} と
おく．L\L′ が有限集合なので L′ は無限集合．l ∈ L′ なら定義より #Gl は l

で割り切れない．従って，Ol を OE の pl での完備化とすれば，ρl を標数 0 の
表現 ρ̌l : G→ GL2(Ol) に持ち上げられる*8．この持ち上げは ρ̌l(G) ∼= ρl(G)

を満たすので，ρ̌l は Nl の外不分岐，ρ̌l の像は有限で，

det(1− ρ̌l(Frobp)T ) ∈ Y (∀p ∤ Nl)

となる．一方，式 (12.5), (12.6)より

det(1− ρ̌l(Frobp)T ) ≡ 1− apT + ε(p)T 2 mod pl (∀p ∤ Nl)

が成り立つ．L′ の定義から det(1 − ρ̌l(Frobp)T ) = 1 − apT + ε(p)T 2 とな
る．Chebotarevの密度定理により ρ̌l の特性多項式は l ∈ L′ によらない．ま
た，ρ̌l の特性多項式が E[T ] の元なので ρ̌l は E 上定義される．従って，任意
の l, l′ ∈ L′ に対し ρ̌l と ρ̌l′ は E 上の表現として同型．特に ρ̌l, ρ̌l′ はともに
N の外不分岐である．これらの同型な表現を ρ と書く．
残るはこの ρ が所望の性質を満たすことの証明である．

命題 12.5.11. 上記の表現 ρ : G→ GL2(E) は次の三つを満たす：

(i) ρ は既約；
(ii) L(s, ρ) = Lf (s);

(iii) ρ の Artin導手 N(ρ) が N .

証明. (i)について，ρ が既約でないと仮定する．ρ の表現空間を V , W を V

の 1 次元部分表現とする．G の W への作用を χ1, V/W への作用を χ2 で表

*8 付録第 A.1節で表現の持ち上げの証明を与える．
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す．すると χ1, χ2 は N の外不分岐で，χ1χ2 = ε, ap = χ1(p)+χ2(p) (p ∤ N)

を満たす．従って∑
p∤N

|ap|2p−s = 2
∑
p∤N

p−s +
∑
p∤N

χ1(p)χ̄2(p)p
−s +

∑
p∤N

χ̄1(p)χ2(p)p
−s

となる．s が 1 に近づくとき ∑
p∤N p−s = log(1/(s− 1)) + O(1) となる．一

方 ε が奇指標なので χ1χ̄2 は自明指標でない．よって s が 1 に近づくとき∑
p∤N χ1(p)χ̄2(p)p

−s = O(1),
∑

p∤N χ̄1(p)χ2(p)p
−s = O(1) となる．結局∑

p∤N

|ap|2p−s = 2 log(1/(s− 1)) + O(1) (as s→ k)

となり，命題 12.5.4に矛盾する．よって ρ は既約．
(ii) と (iii) は同時に示される．f̄ ∈ S(Γ0(N), 1, ε̄) を f̄(z) =

∑∞
n=1 ānq

n

で定義する．関数等式 (12.4) Λf (1− s) = ciΛf̄ (s) を思い出す．一方で Artin

L-関数は関数等式 (12.1) Λ(1− s, ρ) = W (ρ)Λ(s, ρ̄) を満たす．ここで

F (s) = Λf (s)/Λ(s, ρ), F̃ (s) = Λf̄ (s)/Λ(s, ρ̄)

とおくと，二つの関数等式から

F (1− s) = ωF̃ (s) with ω = ci/W (ρ)

となる．一方 N を割らない素数 p について

det(1− ρ(Frobp)T ) = 1− apT + ε(p)T 2

となることが既に分かっているので，このような p における Λf (s) と Λ(s, ρ)

の Euler 因子は一致する．従って F (s) = (N/N(ρ))s/2
∏

p|N Fp(s) と書け
る．ただし Fp(s) は

Fp(s) = (1− bpp
−s)(1− cpp

−s)/(1− app
−s)

という形をしている (bp, cp は 0 になりうる). Λf̄ (s), Λ(s, ρ̄) と F̃ (s) につい
ても同様．以下の補題により N/N(ρ) = Fp(s) = 1 となる：
補題 12.5.12 ([4] Lemme 4.9). A を 0 でない複素数，G(s) = As

∏
p Gp(s),

H(s) = As
∏

p Hp(s) を二つの有限 Euler積とする (特に，有限個を除く全て
の p について Gp = Hp = 1). G(s) と H(s) が次の二つを満たすと仮定する：

(i) 0 でない複素数 ω が存在して G(1− s) = ωH(s);

(ii) 各 p について，Gp(s) と Hp(s) は (1− α
(i)
p p−s)±1, |α(i)

p | < p1/2 なる
Euler因子の有限個の積．

この時，A = 1 かつ任意の p に対し Gp = Hp = 1.
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Artin表現 ρ の像は有限なので |bp|, |cp| ≤ 1 となるのは明らか．一方 ap に
ついては，Ogg [11] により p | N なら |ap| ≤ 1 となることが示されている
([4, §1.8]に詳細がある). よって補題 12.5.12を適用できる．

12.6 Artin表現の射影一般線型群での像
Artin表現 ρ : G→ GL2(C) と自然な写像 GL2(C)→ PGL2(C) の合成を

ρ̃ とする．ρ̃ の像は PGL2(C) の有限部分群で，以下のいずれかに同型：

ρ̃(G) の群構造 ρ の既約性 要請 12.2.5 (A)

(1) 位数 n の巡回群 Cn (n ≥ 1) 可約 満たす
(2) 位数 2n の二面体群 Dn (n ≥ 2) 既約 満たす
(3) 交代群 A4, A5 または対称群 S4 既約 ?

重さ 1 の新形式 f に付随する Artin表現は既約なので，その PGL2(C) で
の像は (2)または (3)のいずれかである．(2)の場合 f は二面体型，(3)の場
合 f は例外型であるという．一般の 2 次元 Artin表現 ρ についても同様の言
葉遣いをする．
Artin 表現 ρ が指標から誘導される場合，ρ は要請 (A) を満たし，定理

12.4.1により ρ は重さ 1 の新形式に対応する．特に ρ が二面体型の場合 ρ が
誘導表現なので (cf. 第 12.7.1節)新形式が対応する．この新形式は，整数係数
2 元 2 次形式に伴うテータ級数の線型結合である ([13, §7.3]に具体例がある).

一方で例外型の ρ が要請 (A)を満たすかどうかは，Serre予想が解決 [6]す
るまで一般には分からなかった．この場合に新形式に対応する ρ を最初に見
つけたのは Tateで，ρ は A4 型，Artin導手は 133 だった [17, pp. 321–322].

導手が素数で S4 型の例は [13, §8, §9]で紹介されている．
Tateが用いた方法を述べる．既約で奇な Artin表現 ρ が与えられていると
する．ρ の導手を N , 行列式を ε とする．L-関数 L(s, ρ) =

∑∞
n=1 ann

−s の
係数 an をある程度の n まで計算する (仮にある正の整数 A 以下の n とす
る). 次に S(Γ0(N), 1, ε) の新形式 f で q-展開が ∑

n≤A anq
n から始まるも

のを探す．A が S(Γ0(N), 1, ε) の Sturm bound (N/12)
∏

p|N (1 + p−1) 以上
なら，そのような f は存在すれば一意に定まる．もし存在しなければ Artin

予想は正しくない (定理 12.4.2の後の説明を参照). f に伴う Artin表現を ρ1

とする．ρ1 が ρ と同型なら ρ は要請 (A)を満たす．

注意 12.6.1. Langlands は [7] で保型表現の底変換の理論を用いて，ρ が A4

型ならば要請 (A)を満たすことを証明した．さらに Tunnellは [18]で，ρ が
S4 型の場合も要請 (A) を満たすことを示した．従って，A4 型または S4 型



12.7 二面体型の Artin表現 203

の Artin 表現には重さ 1 の新形式が対応し，Artin 予想が成立することが，
1980 年代初頭には示された．しかし A5 型の場合は A4, S4 とは異なり可解
群でないことが影響して，研究が遅れた．A5 型の Artin表現 ρ については，
Buzzard-Dickinson-Shepherd–Barron-Taylor [2] が ρ̃ の 2 と 5 での分岐に
関するある仮定のもとで Artin予想が正しいことを示した．

12.7 二面体型の Artin表現
12.7.1 誘導表現

ρ : G → GL2(C) を Artin 表現，Im(ρ̃) が Dn (n ≥ 2) に同型であるとす
る．このとき ρ はある 2次体の指標から誘導される．
ρ を誘導する 2次体とその指標は，以下のようにして見つける．Cn を Dn

の位数 n の巡回部分群*9，ω を ρ̃ と自然な全射 Dn → Dn/Cn
∼= {±1} の合

成とする．ω は G の位数 2 の指標である．ω の核に対応する 2 次体を K,

GK = Gal(Q/K) とすると ρ̃(GK) ∼= Cn となり，ρ|GK
は可約である．つま

り GK の指標 χ, χ′ が存在して ρ|GK
∼= χ⊕ χ′ となる．σ を GK に属さない

G の元とする．ρ(σ)2 = ρ(σ2) は ρ(GK) の元なので，χ と χ′ に対応する各
固有空間をそれぞれ保つ．従って ρ(σ) は各固有空間を保つか入れ替えるかの
いずれかだが，保つとすると ρ 自身が可約となり，ρ が二面体型であることに
矛盾する．よって ρ(σ) は χ と χ′ に対応する固有空間を入れ替える．GK の
指標 χσ を χσ(γ) = χ(σγσ−1) (γ ∈ GK) で定める．χσ は GK に属さない
σ の取り方によらない．ρ(σγσ−1) を(

χ(σγσ−1) 0
0 χ′(σγσ−1)

)
= ρ(σγσ−1) = ρ(σ)

(
χ(γ) 0
0 χ′(γ)

)
ρ(σ)−1

と二通りの方法で行列表示し，ρ(σ) の対角成分に 0 が並ぶことに注意して右
辺を計算すると，χ′ = χσ となる. ρ(σ) =

(
0 b(σ)

c(σ) 0

)
と書いて ρ(σ2) を計

算すれば b(σ)c(σ) = χ(σ2) となることがわかる．従って χ と χσ に対応する
固有空間の基底をそれぞれ定数倍で調整して，ρ(σ) =

(
0 χ(σ2)
1 0

)
として良い．

これは ρ が χ による誘導表現 IndK/Q(χ) に同型であることを示している．

12.7.2 Artin表現の既約性，Artin導手と偶奇

逆に K を 2 次体，ω を K に対応する G の指標，χ を GK の指標とし，
ρ = IndK/Q(χ) とおく．f を χ の導手，dK を K/Q の判別式とすると，以下
が成り立つ：

*9 n ≥ 3 ならばこのような部分群 Cn は一意に定まる．
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命題 12.7.1 ([13] (7.2.1)). (a) 以下の三条件は同値：
(i) ρ が既約；(ii) ρ が二面体型；(iii) χ ̸= χσ.

(b) N(ρ) = |dK | ·NK/Q(f). ただし NK/Q は K/Q の絶対ノルム．
(c) ρ が奇であるための必要十分条件は，以下の (i) または (ii) が成立す
ること：(i) K が虚 2 次体；(ii) K が実 2 次体で χ が混符号 (mixed

signature)を持つ，すなわち c, c′ ∈ GK をそれぞれ K の二つの実素点
での Frobeniusとすると χ(c) ̸= χ(c′).

(d) ρ̃(G) = Dn とすると，χ−1χσ の位数が n.

証明. (a) 誘導表現の定義から ρ の GK への制限は可約．従って ρ̃(GK) は
巡回群．指数 2 以下の巡回群を部分群にもつ PGL2(C) の有限部分群
は巡回群または二面体群．ρ̃(G) が二面体群であることと ρ が既約であ
ることが同値なので (i)と (ii)が同値．(ii)と (iii)が同値であることは，
Mackeyの既約判定法 [14, Proposition 23]に他ならない．

(b) これは誘導表現に関する導手判別式公式である [9, pp. 22–23].

(c) verK/Q : Gab
Q → Gab

K を transfer 写像とする．すなわち g ∈ GK なら
verK/Q(g) = gσgσ−1, g ∈ G \ GK なら verK/Q(g) = g2 である．す
ると det(ρ) = ω(χ ◦ verK/Q) となる．ω が奇指標であることと K が
虚 2 次体であることが同値．(i) K が虚 2 次体で v を K の複素素点
とすると，χ の K×

v への制限が自明なので verK/Q(χ) は偶指標．よっ
て det(ρ) は奇指標． (ii) K が実 2 次体で v, v′ を K の実素点とする．
v での Frobenius を c ∈ GK , v′ での Frobenius を c′ ∈ GK とする．
c′ = σcσ−1 となる．従って

χ(c′) = χ(σcσ−1) = χ(ccσcσ−1) = χ(c)(χ ◦ verK/Q)(c).

ゆえに det(ρ)が奇指標であることと χ(c′) = −χ(c)となることが同値．
(d) ρ̃|GK

∼=
(

1 0
0 χ−1χσ

)
なので ρ̃(GK) の位数が χ−1χσ の位数に等しい．

従って ρ̃(G) = Dn なら ρ̃(GK) = Cn で，χ−1χσ の位数は n.

注意 12.7.2 ([13] p. 240). K が実 2 次体のとき，導手 f の指標 χ が混符号を
持つための必要十分条件は，f を法として −1 と乗法合同な K の総正な単数
が存在しないことである．特に NK/Q(f) > 1 となる．従って命題 12.7.1 (b)

より ρ の導手は素数になり得ない．
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付録 A

A.1 法 l 表現の標数 0 への持ち上げについて
第 12.5.4 節で，Gl = ρl(G) の位数が l で割り切れない場合に法 l 表現

ρl : G→ GL2(kl) を l-進表現 ρ̌l : G→ GL2(Ol) に持ち上げた．この付録で
は，そのような持ち上げが存在することを証明する．

命題 A.1.1. l を素数，k を標数 l の有限体，W = Wl∞(k) を k のWitt 環
(Ql の次数 [k : Fl] の唯一の不分岐拡大の整数環) とする．ρ : G → GL2(k)

を Galois表現とし，像 ρ(G) の位数が l と互いに素であると仮定する．この
とき，連続なGalois表現 ρ̌ : G→ GL2(W ) で ρ̌ mod l = ρ を満たし，法 l 写
像 GL2(W )→ GL2(W/l) が同型 ρ̌(G) ∼= ρ(G) を誘導するものが存在する．

G′ = G/ker(ρ) とおく．仮定から G′ の位数は l と互いに素である．ρ

を G′ の表現とみなして差し支えない．以下，ρ = ρ1 と書く．まず，表現
ρ2 : G′ → GL2(W/l2) で ρ1 を持ち上げるものが存在することを示す．
各 g ∈ G′ に対し ϕ2(g) mod l = ρ1(g) となる行列 ϕ2(g) ∈ GL2(W/l2) を
一つ固定する．これにより写像 ϕ2 : G′ → GL2(W/l2) を得る．この ϕ2 が
群準同型になるための障害について考える．ρ1 は群準同型なので，任意の
g1, g2 ∈ G′ に対して ϕ2(g1)ϕ2(g2) ≡ ϕ2(g1g2) mod l が成り立つ．すなわち

c2(g1, g2) := ϕ2(g1g2)ϕ2(g2)
−1ϕ2(g1)

−1

は Γ2 = ker(GL2(W/l2)→ GL2(W/l)) に値を持つ．次の事実に注意する：

補題 A.1.2. 整数m ≥ 2に対し，法 lm−1 写像 GL2(W/lm)→ GL2(W/lm−1)

は全射である．その核を Γm とすると，Γm は位数は (#k)4 の Abel群．

証明. 法 lm−1 写像が全射であることは，GL2(W/lm−1) の行列の成分を
それぞれ W/lm に持ち上げれば GL2(W/lm) の元になるので従う．Γm

が Abel 群であることは直接計算で確かめられる．GL2(W/lm) の位数が
(#k)4m−3((#k)2 − 1)2((#k) + 1) であることに注意すると，Γm の位数は
#GL2(W/lm)/#GL2(W/lm−1) = (#k)4 となる．
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補題 A.1.2により，自然な完全列

0 −−−−→ Γ2 −−−−→ GL2(W/l2)
mod l−−−−→ GL2(W/l) −−−−→ 0

があり，GL2(W/l)が Γ2 に共役で作用する．つまり g ∈ GL2(W/l)と γ ∈ Γ2

に対し，g の GL2(W/l2) への持ち上げを g̃ とすると，この作用は

g · γ = g̃γg̃−1

で定義され，右辺は持ち上げ g̃ の取り方によらない．g1, g2, g3 ∈ G′ に対し
ϕ2(g1g2g3) を二通りの方法で計算すると，c2 : G′×G′ → Γ2 は 2-コサイクル
であることが分かる．記号を濫用して，そのコホモロジー類も c2 で表す．c2

は H2(G′,Γ2) の元である．
一般に，H を有限群，M を Z[H]-加群，H ′ を H の部分群とすると，写
像 res : Hi(H,M) → Hi(H ′,M) と cor : Hi(H ′,M) → Hi(H,M) が定義
される．MH を H-不変な M の元からなる部分加群とすると (MH′ も同様
に定義する), これらの写像は次数 0 でそれぞれ res : MH → MH′

;m 7→ m,

cor : MH′ →MH ;m 7→
∑

h∈H/H′ hm となる ([15, Chap. VII §5, §7]参照).

補題 A.1.3 ([15] p. 119 Proposition 6). 任意の i ≥ 0 に対し cor ◦ res は
Hi(H,M) 上の [H : H ′] 倍写像．

補題 A.1.3で H ′ = {1} とすると，任意の i ≥ 1 に対し Hi(H ′,M) = {0}
なので Hi(H,M) は #H 倍写像で消える．G′ の位数と Γm の位数が互い
に素なので H2(G′,Γm) = {0}. つまり，ある x2 : G′ → Γ2 が存在して，
任意の g1, g2 ∈ G′ に対し c2(g1, g2) = x2(g1g2)x2(g1)

−1(g1 · x2(g2))
−1 と

なる．ρ2(g) = x2(g)
−1ϕ2(g) とおくと ρ2 : G′ → GL2(W/l2) は準同型で

ρ2 mod l = ρ1 を満たす.

補題 A.1.4. 法 l 写像が同型 ρ2(G
′) ∼= ρ(G) を誘導する．

証明. 記号を濫用して ϕ2 と x2 をそれぞれ G 上の写像とみなす．g ∈ ker(ρ)

なら ϕ2(g) = 1 としてよい．すると c2(g, g) = 1 となるので x2(g) = 1. つま
り ρ(g) = 1 なら ρ2(g) = 1 となる．これは法 l 写像 ρ2(G

′) → ρ(G) が単射
であることを示している．全射性は明らか．

同様にして，任意の整数 m ≥ 1 に対して表現 ρm : G′ → GL2(W/lm) を表
現 ρm+1 : G′ → GL2(W/lm+1) に持ち上げられる．すなわち，我々は G′ の
表現の射影系 (ρm : G′ → GL2(W/lm))m≥1 を得た．この系の射影極限を

ρ̌ = lim←−
m

ρm : G′ → GL2(W ) ∼= lim←−
m

GL2(W/lm)

とすると，ρ̌ は命題 A.1.1の性質を満たす．
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13．

PARI/GPによる重さ 1の
モジュラー形式の計算

小笠原 健*1（獨協医科大学）

13.1 はじめに
本稿では，レベルが素数 p ≡ 3 (mod 4)，重さが 1のモジュラー形式に関し
て，その空間の次元および q展開を PARI/GPを用いて計算する手法を紹介す
る．重さが 1の場合は，重さが 2以上の場合と様子が大きく異なり，modular

symbol による直接的な計算方法が適用できないため，q 展開を具体的に求め
るには別の手法を使わなければならない．最近，Schaefferによって，重さ 1の
モジュラー形式を C 上および有限体上で計算する有用なアルゴリズムが与え
られた．この手法の主な計算は，f/E（f は重さ 2のカスプ形式，E は重さ 1

の Eisenstein級数）の形の形式で生成される空間の中で，ある Hecke作用素で
安定な部分空間を見つけるというものである．アルゴリズムの中では，重さ 2

の空間の基底を求める際にmodular symbolを用いており，Schaefferは Sage

に実装したようである．本稿で紹介する方法はレベルが素数の場合に限られて
いるが，具体的な関数を使って統一的に計算できる点，modular symbolを利
用しない点，および計算プログラムにループが含まれていない点で Schaeffer

の方法とは趣がやや異なる．

*1 Email: t-ogswr@dokkyomed.ac.jp
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記号

N を正の整数，k を整数，χ を mod N の Dirichlet 指標とするとき，
Mk(N,χ), Sk(N,χ) でそれぞれ重さ k，レベル N，指標 χ 付きの C 上の
モジュラー形式の空間，カスプ形式の空間を表す．χが自明な指標のときは，
Mk(N,χ), Sk(N,χ)を単にMk(N), Sk(N)で表す．

χが有理指標のときには，空間Mk(N,χ)には行列WN =

(
0 −1

N 0

)
が次

で作用する（Atkin–Lehner作用素という）；

(f |kWN )(τ) = N
k
2 · (Nτ)−kf

(
− 1

Nτ

)
, f ∈ Mk(N,χ). (13.1)

この作用による固有空間を

M±
k (N,χ) := {f ∈ Mk(N,χ) ; f |kWN = ±i−kf}（複合同順） (13.2)

で表す．WN はカスプ形式の空間にも作用するので，その固有空間 S±
k (N,χ)

も同様に定義する．

13.2 Serreの結果
pを p ≡ 3 (mod 4)を満たす素数とし，χp で Kronecker記号

(−p
·
)
を表す

ことにする．Serreは [11]において，重さ 1のカスプ形式の空間 S1(p, χp)の
次元を Galois 表現の観点から調べている．次元 dimC S1(p, χp) については，
現時点においても以下の Serre の結果が最も effective なのではないかと思わ
れる．

定理 13.2.1 (Serre, [11]). sと aを次のものとする；

s := ♯{M/Q ; Gal(M/Q) ∼= S4, M は判別式 −pの 4次体の正規閉包 },

a := ♯{L/Q ; Gal(L/Q) ∼= A5, Lは判別式 p2 の虚な 5次体の正規閉包 }.

このとき，
dimC S1(p, χp) =

1

2
(hp − 1) + 2s+ 4a (13.3)

が成り立つ．ここで，hp は虚 2次体 Q(
√
−p)の類数である．

式 (13.3)の右辺において，2sは S4型，4aはA5型の正規化されたHecke固
有形式の個数を表している．また定理 13.2.1は，レベルが素数 p ≡ 3 (mod 4)

のときは A4 型の形式は存在しないことも示している．（S4 型，A5 型，A4 型
という術語については，小澤氏の報告 [13]を参照されたい．S4 型，A5 型，A4

型をまとめて例外型という．）
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Serreはさらに，WN に関する固有空間の次元についても調べている．

定理 13.2.2 (Serre, [11]). 定理 13.2.1と同じ記号の下で，

dimC S+
1 (p, χp) =

1

2
(hp − 1) + s+ 2a, (13.4)

dimC S−
1 (p, χp) = s+ 2a. (13.5)

が成り立つ．

S+
1 (p, χp)の次元に含まれている項 1

2 (hp − 1)は，判別式 −pの整係数 2元
2次形式に付随するテータ級数の線形結合となっているカスプ形式に由来する
ものである．このような形式は CM formと呼ばれ，Galois表現の観点から言
えば，二面体型の表現に対応するものである（cf. [13]）．

13.3 計算方法および C上での計算例
この節では，レベルが素数 p ≡ 3 (mod 4), p ≥ 7のときに，

• S−
1 (p, χp)の次元（= s+ 2a），

• S−
1 (p, χp)の元の q 展開

を PARI/GPを使って計算する方法を説明する．
pを p ≡ 3 (mod 4), p ≥ 7を満たす素数とする．k を

k :=

{
2 (p ≡ 11 (mod 12)のとき)
6 (p ≡ 7 (mod 12)のとき)

(13.6)

と定め，
φp(τ) := {η(τ)η(pτ)}k ∈ S+

k (p) (13.7)

とする．ここで，η(τ)は Dedekindエータ関数

η(τ) = q
1
24

∞∏
n=1

(1− qn), q = e2πiτ (13.8)

である．また，

dp :=


p+ 1

12
(p ≡ 11 (mod 12)のとき)

p+ 1

4
(p ≡ 7 (mod 12)のとき)

(13.9)

とおくと，φp(τ) = qdp + · · · となる．つまり dp は φp のカスプ∞での位数
である．
正の整数 dと可換環 Rに対して，qを不定元とする多項式環 R[q]の部分 R-

加群 R(d)を

R(d) := {F (q) ∈ R[q] ; 1 ≤ degF ≤ d, F (0) = 0} ∪ {0} (13.10)
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で定義する．
ここで述べる計算方法の基盤となっているのが次の命題である；

命題 13.3.1. 次は完全系列である；

0 −−−−→ S−
1 (p, χp)

×φp−−−−→ S−
k+1(p, χp)

Φ−

−−−−→ C(dp). (13.11)

ここで，Φ− は q展開∑n≥1 anq
n に qの多項式∑dp

n=1 anq
n を対応させる（つ

まり，q 展開を dp 番目の項で打切る）C-線形写像である．

証明. Ker(Φ−) ⊂ Im(×φp) を示せばよい．まず，φp は複素上半平面上に零
点をもたないことに注意する．g ∈ Ker(Φ−)とすると，カスプ∞における g

の位数は dp より大きい．g はWp の固有関数であり，Wp は 0を∞に移すこ
とから，カスプ 0と∞において gは同じ位数をもつ．一方，φp もカスプ 0と
∞で同じ位数（= dp）をもつ．従って，g/φp はX0(p)のカスプ 0と∞を零
点にもつ．つまり g/φp ∈ S−

1 (p, χp)である．

注意 13.3.2. (1) Serreは p ≡ 23 (mod 24)の場合に，完全系列 (13.11)の類
似物

0 −−−−→ S−
1 (p, χp)

×η(τ)η(pτ)−−−−−−−→ S−
2 (Γ0(p)) −−−−→ C((p+ 1)/24).

を用いて，dimC S−
1 (p, χp) > 0であるためには，モジュラー曲線X+

0 (p) =

X0(p)/Wp においてカスプ∞が 1
2 (hp − 1)以上のギャップをもつWeier-

strass点であることが必要十分であることを指摘した（cf. [11]）．
(2) 固有空間 S+

1 (p, χp), S+
k+1(p, χp)に対しても，(13.11)と同様な完全系列

があるが，ここでの計算では (13.11)を利用する方が簡便である．

完全系列 (13.11)から

s+ 2a = dimC S−
1 (p, χp) = dimC S−

k+1(p, χp)− dimC Im(Φ−) (13.12)

となる．ここで，dimC S−
k+1(p, χp)については

dimC S−
k+1(p, χp) =


p− 11

12
− 1

2
(hp − 1) (k = 2, p ≡ 11 (mod 12))

p− 3

4
− 1

2
(hp − 1) (k = 6, p ≡ 7 (mod 12))

である．Atkin–Lehner作用素に関する固有空間の次元を明示している文献は
あまり見かけないが，この公式は，例えば，κが 3以上の奇数のとき，S+

κ (p, χp)

には CM formの空間 SCM
κ (p, χp)が含まれており，dimC SCM

κ (p, χp) = hp で
あることから導かれる（cf. [12]）．
空間 S−

k+1(p, χp) の基底を生成すれば，Im(Φ−) の次元を計算することが
できるので，S−

1 (p, χp) の次元を求めることができる．Magma や Sage には
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modular symbolを利用した計算アルゴリズムが実装されているので，これら
を利用すれば S−

k+1(p, χp)の基底を生成することができる（現在は PARI/GP

でもmodular symbolの計算ができるようになっているが，重さが偶数の場合
に限られているようである）．しかし，p の値が大きい場合にはこれらの方法
では計算にかなりの時間がかかってしまう．
PARI/GPを利用して計算すること，および大きな pに対しても効率よく計

算するという観点に基づき，空間 S−
k+1(p, χp)を何か具体的な関数を使って生

成するということを考える．ここでは次のような関数を使って計算する．テー
タ級数 θp(τ)を

θp(τ) :=


∑
x,y∈Z

q3x
2+xy+ p+1

12 y2

(p ≡ 11 (mod 12))∑
x,y∈Z

qx
2+xy+ p+1

4 y2

(p ≡ 7 (mod 12))
(13.13)

とする．このとき θpφp ∈ S+
k+1(p, χp)である．ここで，

V −
p,Z[ 1p ]

:= ⟨Tn(θpφp) ; n ≥ 1, χp(n) = −1⟩Z[ 1p ] ⊂ S−
k+1(p, χp), (13.14)

V −
p := V −

p,Z[ 1p ]
⊗Z[ 1p ]

Q (13.15)

と定義する．θp のような正定値整係数 2 元 2 次形式のテータ級数は，
PARI/GPで q 展開を指定した precisionで計算するプログラムを書くことが
できる．また，φp のようなエータ積についても，“eta” というコマンドで q

展開を計算することができる．さらに，q 展開に対する Hecke作用素の作用も
計算できる（Hecke作用素の q 展開の公式を実装すればよい）．
そのようにして V −

p の元の q 展開を計算して，もし dimQ V −
p =

dimC S−
k+1(p, χp)が成り立てば，V −

p から S−
k+1(p, χp)の基底がとれて，それ

を用いて dimC Im(Φ−)を計算することができる．次元 dimQ V −
p は次のよう

に計算することができる．
整数 rp を

rp :=


(k + 1)(p+ 1)

12
(k = 2, p ≡ 11 (mod 12))[

(k + 1)(p+ 1)

12

]
+ 1 (k = 6, p ≡ 7 (mod 12))

と定める．ここで，[∗] は ∗ を超えない最大の整数を表す．k = 2, p ≡
11 (mod 12)のときの rp はちょうど Sturm boundに等しいが，k = 6, p ≡
7 (mod 12)の場合は Sturm boundが整数にならないので，Sturm boundを
超える最小の整数として rp を定義する．
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正の整数 i, j に対して，aj(Ti(θpφp))で Ti(θpφp)の j 番目の Fourier係数
を表すことにする．rp 次正方行列Mp = (mij)と rp × dp 行列 M̃p = (m̃uv)

を
mij =

{
aj(Ti(θpφp)) (χp(i) = −1)
0 (χp(i) = 1)

(1 ≤ i, j ≤ rp),

m̃uv =

{
av(Tu(θpφp)) (χp(u) = −1)
0 (χp(u) = 1)

(1 ≤ u ≤ rp, 1 ≤ v ≤ dp)

と定める．このとき rank(Mp) = dimQ V −
p が成り立つ．従って，rank(Mp) =

dimC S−
k+1(p, χp)が成り立てば，dimC Im(Φ−) = rank(M̃p)が成り立つ．以

上をまとめると次のようになる；

命題 13.3.3. rank(Mp) = dimC S−
k+1(p, χp)が成り立つとき，

s+ 2a = dimC S−
1 (p, χp) = rank(Mp)− rank(M̃p) (13.16)

が成り立つ．

PARI/GPで行列の階数を計算するには “matrank”を使えばよい．ここで，
rank(Mp) = dimC S−

k+1(p, χp) が成り立つかどうかが問題であるが，筆者は
p ≡ 11 (mod 12)のときは p ≤ 6047，p ≡ 7 (mod 12)のときは p ≤ 2083ま
で rank(Mp) = dimC S−

k+1(p, χp) が成り立つことを確認している（これら以
外の pについても散発的に確認している）．本稿の主題とは少し離れるが，次
の問題が考えられる；

問題 13.3.4. pを p ≡ 3 (mod 4), p ≥ 7を満たす素数とし，k, V −
p をそれぞれ

(13.6), (13.15)で定義されたものとする．このとき，

V −
p ⊗Q C = S−

k+1(p, χp) (13.17)

が成り立つであろうか？

さて，以上で方法で PARI/GPで計算した結果，s + 2a > 0となる pは下
表の通りである；

s+ 2a = 1 s+ 2a = 2

p ≡ 11 (mod 12)

(p ≤ 6047)

491, 563, 1823, 1931, 2243,

2843, 2687, 3119, 3407, 4703
3203, 5171

p ≡ 7 (mod 12)

(p ≤ 2083)
283, 331, 643, 751, 1399, 1423, 1879 2083

この範囲の素数 p では s + 2a ≥ 3 となる例はない．s + 2a = 1 は s = 1

かつ a = 0 ということになり，S4 型のカスプ形式が存在することになる．
s + 2a = 2のときは，この式だけでは sと aの値を特定できないが，例えば
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代数体のデータベースから，判別式 p2 の虚な A5 拡大の有無がわかれば sと a

の値がわかる．上記表の p = 2083, 3203, 5171ではいずれも s = 0かつ a = 1

である．また，実際に q展開を計算することによって sと aの値を特定するこ
ともできる．
以上の方法で，どのレベル pで例外型の重さ 1のモジュラー形式が存在する

のかがわかる．次に，そのような例外型の形式の q 展開を計算する方法を説明
する．ここでは，PARI/GPのコマンド “matker”を利用する．これは，行列
が定める線形写像の核の基底を与えるものである．
ここから，素数 p ≡ 3 (mod 4)を s+ 2a > 0となるようなものとする．先

に定義した行列 M̃p の第 i行ベクトルを vi で表すことにする．つまり，

vi = (a1(Ti(θpφp)), . . . , adp(Ti(θpφp)))

である．M̃p の転置行列に matkerを適用して，
rp∑
i=1

bivi = 0 (13.18)

となる有理数 b1, . . . , brp を見つける．もし，

g :=

rp∑
i=1

biTi(θpφp) ̸= 0　 (13.19)

であれば，完全系列 (13.11)により g/φp は例外型のモジュラー形式である．

例 13.3.5 (S4 型の例). S4 型のモジュラー形式は，(13.19)のような g を見つ
けて g/φp を計算すれば，きれいな形の q 展開が得られる．式 (13.19)の係数
bi は複雑な有理数となるので，ここでは記載を省略する．

• p = 491のとき， (13.19)のようなある g をとって f1 := g/φp とする
と，S−

1 (491, χ491) = Cf1 であり，f1 の q 展開は

f1 = q − q3 − q4 + q11 + q12 − q13 − 2q14 − q16 − q17 − q25 + q27

+q31 − q33 + q37 + 2q38 + q39 + q41 + 2q42 + q43 + · · ·

のようになる．f1 は Hecke 固有形式ではない．そこで，f2 :=

−T2(f1)/2 ∈ S+
1 (491, χ491)を計算すると

f2 = q2 − q6 + q7 − q19 − q21 + q22 + q23 − q26 − q28 + q29 − q32

−q34 − q50 + · · · .

となる．このとき，f1 ±
√
−2f2 が S4 型の正規化された Hecke固有形

式となる．
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• p = 1399のとき，(13.19)のようなある g をとって f1 := g/φp とする
と，S−

1 (1399, χ1399) = Cf1 であり，

f1 = q − q2 − q5 + q8 − q9 + q10 + q11 − q16 + q18 − q19 − q22

+q29 − 2q37 + q38 − 2q39 − q40 + q41 + q45 − q49 − 2q51

−q55 − q58 + q64 − q72 − q73 + 2q74 + 2q78 + q79 + q80

−q81 − q82 − q83 + q88 − q89 − q90 + 2q93 + q95 + q98

−q99 + 2q102 + q110 + q125 − · · · ,

f2 := −T3(f1)/2 ∈ S+
1 (1399, χ1399)

= q3 − q6 + q13 − q15 + q17 + q24 − q26 + q30 − q31 + q33 − q34

+q43 − q48 − q53 − q57 + q62 − q65 − q66 − q85 − q86 + q87

+q101 + q104 + q106 − q109 − 2q111 − q113 + q114 − q117 − · · · .

このとき，f1 ±
√
−2f2 が S4 型の正規化された Hecke固有形式となる．

例 13.3.6 (A5 型の例). p = 2083, 3203, 5171 などで A5 型のモジュラー形式
が存在するのであるが，その q 展開を上記の方法で計算すると，S4 型のとき
とは様子が少し異なる．すなわち，(13.19)のような g を見つけて g/φp を計
算すると，Fourier係数に非常に複雑（ここに記載できないくらい）な有理数
が現れる．g/φp は確かに重さ 1 のカスプ形式なのであるが，Fourier 係数が
複雑すぎて大変見づらいものである．Fourier係数が整数となるものを見つけ
るために，(13.18)を満たす別の有理数 b′1, . . . , b

′
rp で，

g′ :=

rp∑
i=1

b′iTi(θpφp) ̸= 0, g ̸= g′ (13.20)

を満たすようなものを求める．このとき，(g − g′)/φp を適当に有理数倍す
ると Fourier 係数がすべて整数となるものが得られることがある．筆者は
p = 2083, 3203, 5171に対して計算を行ったが，すべてこの方法で整数係数の
q 展開を得ることができた．

• p = 2083のとき，f1 := ((g − g′)/φp)/(先頭係数)とすると，

f1 = q3 − q7 − q8 − q11 + q12 + q18 + q20 − q27 − q28 − q32 − q34

+q39 − q42 − q45 − q50 + q51 + 2q63 − q66 + q67 + q71 + q72

+q75 + q85 + q86 − q87 − q91 + q92 + q94 + q98 + q99 + q101

−q104 + q105 − q110 + q111 − q118 − q119 + q120 + q125 − 2q129

−2q141 − q143 − 2q147 + q149 + q154 + q156 + q165 − 2q168

−q173 − q175 + · · · ,
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f2 := −T4(f1) ∈ S−
1 (2083, χ2083)

= q2 − q3 − q5 + q7 + q20 − q23 + q26 − q30 − q34 − q39 + q42

+q44 − q50 − q58 − q63 − q65 + q70 − q72 + q74 + q85

+q87 + q91 + q92 − q97 − q99 − q103 − q105 + q108 − q110

−q111 − q118 + q122 + q128 + q129 + q136 − q138 + q141

+q145 + q147 − q158 + q166 + q168 + q173 + · · · .

このとき，S−
1 (2083, χ2083) = Cf1 + Cf2 である．また，

f3 := T3(f1) ∈ S+
1 (2083, χ2083)

= q + q4 + q6 − 2q9 + q13 − q14 − q15 + q17 + 3q21 − q22 + 2q24

+q25 − q29 + 2q33 + q35 − q36 + q37 + q40 − 2q43 − 2q47

−2q49 + q52 − q54 + q55 − 2q56 + q59 − q60 + q61 − q64

−q69 − 2q77 + q78 − q79 + q83 + 2q84 − q88 − q89 − q90

+2q96 + q102 + 2q109 − 2q113 − q116 − 2q117 + q126 − q127

+q131 + q132 + q134 + q135 − q137 + q140 + q142 + q148

+q150 − q153 − q157 + q160 + q161 − q163 − q167 + q170

+q170 − q172 − q174 − · · · ,

f4 := −T2(f1) ∈ S+
1 (2083, χ2083)

= q4 − q9 − q10 + q17 + q21 − q22 + q24 + q25 + q33 + q40 − q43

−q46 − q47 − q49 + q52 − q54 + q55 − q56 + q59 − q60 − q64

−q68 − q77 + q84 − q89 − q90 + q96 − q100 + q102 + q109 − q113

+q115 − q116 − q117 + q126 − q130 + q134 + q135 + q140 + q142

+q148 + q150 − q157 + q160 − q167 + 2q170 + q184 − · · ·

とすると，A5 型の正規化された Hecke固有形式の一つが

f3 + i
1 +

√
5

2
f2 + if1 −

3 +
√
5

2
f4

で与えられる．
• p = 3203のとき，f1 := ((g − g′)/φp)/(先頭係数)とすると，

f1 = q3 − q4 + q9 − q12 − q14 + q25 − q30 − q36 + q38 + q40 − q42

−q46 − q49 + q56 + q64 + q65 − q73 − q78 + q79 + q85 + q86

+q87 − q89 − q90 + q94 + q102 + q104 − q105 + q106 − q108

−q111 + 2q114 − q115 − q116 + q119 − q122 − 2q126 + q133

−q138 + q140 − q142 − q147 + q148 − q152 − q155 + q160 − q161

+q163 − q167 + q168 + q169 + q186 + q192 − q195 + q196 − q202

+q211 − q214 − q219 + q221 + q224 − q226 − q234 + q237 − q248

−q250 + 2q258 + q260 + q261 + q262 + q265 − q273 − · · · ,
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f2 := T3(f1) ∈ S−
1 (3203, χ3203)

= q + q3 − q4 + q9 − q10 − 2q12 − 2q14 − q26 + q27 + q29 − q30 + q34

−q35 − 2q36 − q37 + 2q38 − 3q42 − q46 − q49 + q56 + q62 + q64

−q65 − q73 + q75 − q78 + q79 + 2q86 + q87 − q90 − q91 + 2q94

+q95 + q97 − q100 + 2q102 − q105 + q106 − q108 − q111 + 3q114

−q116 + q119 + q120 − q121 − q122 − 3q126 + 2q133 − q136 − 2q138

+q140 − q142 − q142 − 2q147 + q148 − q152 + q155 − q161 − q166

−q167 + 2q168 − q173 + q184 + q186 + 2q192 + 2q196 − q197 + q199

−2q202 + q211 − 2q214 + q215 + q217 − 2q219 + q224 + q225 − q226

−q229 − q234 + q235 + 2q237 − q243 + q247 − q250 + q251 + q255

−q256 + 3q258 + q261 + q262 − q263 − q267 + q269 − · · · .

このとき，S−
1 (3203, χ3203) = Cf1 + Cf2 である．また，

f3 := −T2(f1) ∈ S+
1 (3203, χ3203)

= q2 + 2q6 + q7 − q8 + q15 − q17 + q18 − q19 − q20 + 2q21 + q23 − q24

−2q28 − q32 + q39 + q39 − q43 + q45 − q47 + q50 − q51 − q52 − q53

+q54 − 2q57 + q58 − q60 + q61 + 2q63 + q68 + q69 − q70 + q71 − q72

−q74 + 2q76 − 3q84 − q92 − q93 − q96 − 2q98 + q101 + q107 + q113

+q117 + q124 + q125 + q128 − 2q129 − q131 − 2q141 − 2q146 − q149

+q150 − q153 − q156 − q157 + 2q158 − q159 + q170 − 2q171 + 2q172

+2q174 + q175 − q178 − q180 − q182 + q183 + 2q188 + q189 + q190

+q194 + q203 + 2q204 + q207 − 2q210 + q212 + q213 − q216 − 2q222

−q223 + q227 + 3q228 − q230 − q232 + q233 + 2q238 − q241 − q242

−q244 − q245 + q249 − 3q252 − q259 + 3q266 + · · · ,

f4 := T5(f1) ∈ S+
1 (3203, χ3203)

= q5 − q6 + q8 + q13 − q15 + q17 − q18 + q20 − q21 − q23 + q28

−q31 + q32 − q39 − q45 − 250 + q52 + q53 + q57 − q61 − q63

−q71 − q76 + q83 + q84 + q93 + q98 − q113 − q117 − q124 − q125

+q129 − q130 + q131 + q135 + q141 + q145 + q146 + q149 + q151

−q158 − q170 + q171 − q172 − q174 − q175 + q178 − q185 − q188

−q193 − q200 − q204 + q210 + q216 + q222 − q227 − q228 + q230

+q232 − q233 − q238 + q239 + q241 + q245 − q249 + q252 + q257

−q266 + · · ·

とおくと，A5 型の正規化された Hecke固有形式の一つが

f2 + i
1 +

√
5

2
f3 +

−1 +
√
5

2
f1 + i

−1 +
√
5

2
f4

で与えられる．
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13.4 有限体上での計算例
N, k を正の整数とする．Katzは [7]において，Z[1/N ]-代数 Rに対して R

上のモジュラー形式（Katzモジュラー形式と呼ばれる）を定義した．重さ k，レ
ベル N の R上のモジュラー形式の空間，およびカスプ形式の空間をそれぞれ
Mk(N,R), Sk(N,R) で表す．指標 χ 付の空間は，Mk(N,χ,R), Sk(N,χ,R)

で表す．Mk(N,R)の元 f はカスプ∞での q 展開をもち，それは Z[[q]]⊗Z R

に含まれる．Katz モジュラー形式の詳細な定義と性質については [7] を参照
されたい．
ℓを N と素な素数とし，R = Fℓ の場合を考える．q 展開係数をmod ℓに還

元することにより得られる自然な写像

Sk(N,Z[1/N ]) → Sk(N,Fℓ)

は k ≥ 2であれば全射である（cf. [8]）．また

Sk(Γ1(N)) ∩ Z[1/N ][[q]] = Sk(N,Z[1/N ])

が成り立つ（cf. [4]）．従って k ≥ 2のときは，Sk(N,Fℓ)の元はある Sk(Γ1(N))

の元の Fourier係数を mod ℓに還元することによって得られる．
一方，k = 1のときは写像 (13.4)は必ずしも全射とはならない．より正確に

は，レベル N を固定したとき，有限個の素数 ℓに対して写像 (13.4)の全射性
が崩れる可能性がある．実際に全射でないような例はMestreによって最初に
発見され，それは (N, ℓ) = (1429, 2)であった（cf. [5]）．
mod ℓ 還元写像 S1(N,Z[1/N ]) → S1(N,Fℓ) が全射でないとき，空間

S1(N,Fℓ) には C 上のモジュラー形式に持ち上がらない元が存在する．この
ような元を [1]に倣って “unliftable form”（または unliftable mod ℓ form）
と呼ぶことにする．unliftable formはMestreの例 (N, ℓ) = (1429, 2)におい
ても存在し，その Fourier係数のいくつかが [5]に見出される．Buzzardは [1]

において，(N, ℓ) = (82, 199)のときに unliftable formを発見し，その q 展開
を与えている．さらに，この unliftable formに対応して，Q上 82の外不分岐
な PGL2(F199)-拡大の存在を示している．この Buzzardの例は ℓが奇数であ
るような最初の例であった．
その後，Schaeffer は学位論文 [10] において Buzzard の計算手法を精密化

し，unliftable formが存在するような組 (N, ℓ)の探索を効率化した．彼はそ
の手法を Hecke stability methodと呼んでいる．
Schaefferの手法は複雑な条件が付いているものの，汎用性の高い非常に優
れたものである．その詳細については [9]または [10]を参照されたい．本稿で
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は，13.3節の手法を unliftable formの探索と q 展開の計算に応用できること
を紹介する．
以下，pを p ≡ 3 (mod 4), p ≥ 7を満たす素数とし，

k, χp, dp, φp, V
−
p,Z[ 1p ]

,Mp, M̃p

は 13.3節で定義されたものとする．また，ℓを pと異なる素数とする．
まず，次の系列が完全であることに注意する；

0 −−−−→ S−
1 (p, χp,Z[ 1p ])

×φp−−−−→ S−
k+1(p, χp,Z[ 1p ])

Φ−

−−−−→ Z[ 1p ](dp).
(13.21)

これは，φp の q 展開の先頭係数が 1なので，1/φp ∈ Z[[q]]となることから従
う．簡単のため，S−

1 (p, χp,Z[ 1p ]) = 0の場合を考える（このような素数 pはた
くさん存在する）．このとき，上段が完全な可換図式

0 −−−−→ S−
k+1(p, χp,Z[ 1p ])

Φ−

−−−−→ Z[ 1p ](dp)

mod ℓ

y ymod ℓ

S−
k+1(p, χp,Fℓ)

Φ−
ℓ−−−−→ Fℓ(dp)

(13.22)

を得る．ここで，Φ−
ℓ は q 展開を dp 番目の項までで打切る写像である．ま

た，左の縦の写像 S−
k+1(p, χp,Z[ 1p ]) → S−

k+1(p, χp,Fℓ) は全射である．もし
Ker(Φ−

ℓ ) ̸= 0であれば，g ∈ Ker(Φ−
ℓ ), g ̸= 0をとると，g/φpが S−

1 (p, χp,Fℓ)

に属する unliftable formであると推測される*2．この計算を実行するために，
13.3節で導入した加群 V −

p,Z[ 1p ]
および行列Mp, M̃pを利用して，S−

k+1(p, χp,Fℓ)

の基底を求める．Mp,ℓ, M̃p,ℓ をそれぞれMp, M̃p の各成分を mod ℓに還元し
て得られる行列とする．写像 S−

k+1(p, χp,Z[ 1p ]) → S−
k+1(p, χp,Fℓ) が全射で

あるから，rank(Mp,ℓ) = dimC S−
k+1(p, χp)であれば dimFℓ

S−
k+1(p, χp,Fℓ) =

rank(Mp,ℓ) となり，行列 Mp,ℓ によって空間 S−
k+1(p, χp,Fℓ) の基底の q 展

開が（Sturm bound まで）求まったことになる．このとき，rank(Mp,ℓ) −
rank(M̃p,ℓ) > 0ならば Ker(Φ−

ℓ ) ̸= 0が成り立つ．Ker(Φ−
ℓ )の 0でない元は，

M̃p,ℓ に matker を適用して見つけることができる．

例 13.4.1. p = 2267 ≡ 11 (mod 12), ℓ = 13のとき，レベル 2267の unliftable

mod 13 formが存在する．実際，PARI/GPによる計算で

• S−
1 (2267, χ2267) = 0,

• rank(M2267) = rank(M2267,13) = dimC S−
3 (2267, χ2267),

• rank(M2267,13)− rank(M̃2267,13) = 1

*2 φp を Sk(p,Fℓ) の元とみなしたとき，φp がカスプ以外に零点をもつのか否かが問題であ
る．
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が成り立つ．さらに，g ∈ Ker(Φ−
13), g ̸= 0で F := g/φp の q 展開が

F = q + 11q2 + 11q3 + 8q4 + 3q5 + 4q6 + 3q7 + 8q8 + 3q9 + 9q10

+8q11 + 10q12 + q13 + 7q14 + 7q15 + 6q16 + 10q17 + 7q18

+7q19 + 11q20 + 7q21 + 11q22 + 11q23 + 10q24 + 7q25 + 3q26

+9q27 + 11q28 + 6q29 + 8q30 + 7q31 + 9q32 + · · · ∈ F13[[q]]

となるものが存在する．F が S−
1 (2267, χ2267,F13) に属していることを確

かめるためには，F 3 が S−
3 (2267, χ2267,F13) に属していることを示せばよ

い．V −
p,Z[1/2267] の元の mod 13 への還元により S−

3 (2267, χ2267,F13) の基
底が得られているから，その線形結合として F 3 が表されることを示せば
よく，PARI/GP による計算で実際に示すことができる．その結果 F ∈
S−
1 (2267, χ2267,F13)であることがわかる．
また，T2 の作用を調べることにより，F は Hecke固有形式ではないことが
わかる．そこで，G := (F − T2(F )/11)/8, H := F − 11Gとする．Gと H

の q 展開はそれぞれ

G = q2 + 5q5 + 11q6 + 9q8 + 9q11 + 6q13 + 3q14 + 3q15

+8q17 + 3q18 + 3q19 + q20 + q23 + 8q24 + 3q31 + · · · ∈ F13[[q]],

H = q + 11q3 + 8q4 + 3q7 + 3q9 + 10q12 + 6q16 + 7q21 + 11q22

7q25 + 3q26 + 9q27 + 11q28 + 6q29 + 8q30 + 4q34 + · · · ∈ F13[[q]]

となる．α ∈ F132 を α2 = 7を満たすものとして，f := H + αGとおく．こ
のとき，f の q 展開は

f = q + αq2 + 11q3 + 8q4 + 5αq5 + 11αq6 + 3q7 + 9αq8 + 3q9 + 9q10

+9αq11 + 10q12 + 6αq13 + 3αq14 + 3αq15 + 6q16 + 8αq17 + 3αq18

+3αq19 + αq20 + 7q21 + 11q22 + αq23 + 8αq24 + 7q25 + 3q26 + 9q27

+11q28 + 6q29 + 8q30 + 3αq31 + 2αq32 + 8αq33 + · · · ∈ F132 [[q]]

という形となり，Fourier 係数の乗法性や素数べきにおける漸化式が成り
立っていることが見て取れる．やや細かい議論が必要になるが，計算機を
用いれば（筆者は PARI/GP を使った）f は実際に Hecke 固有形式であ
ることを示すことができる．その結果，f に付随する mod 13 Galois 表現
ρf,13 : Gal(Q/Q) → GL2(F132) が存在することがわかる．Coleman–Voloch

[3]により，ρf,13は 2267の外不分岐（従って 13で不分岐）である．f の Fourier

係数を調べると，Im(ρf,13)の射影線形群 PGL2(F132)への像は PSL2(F13)に
同型であるように思われる（2018 年 1 月 31 日時点では未証明）．これは，
PSL2(F13)または PSL2(F132)に同型な Galois群をもつ Q上 2267の外不分
岐な代数体の存在を示唆しているものである．いくつかの代数体のデータベー
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スを確認したところ，現時点ではこのような体は掲載されていないようである
（cf. [6, 14, 15]）．
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