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Nucleolusのある一般化について

中 山 幹 夫

1. はじめに

Nucleolusは，サイド・ベイメントを許す n人協力ゲームの解のひとつで，

Schmeidler〔1969〕によって導入された。この解の顕著な性質は一意に存在す

ること，および空でないコアに含まれることである。さらに，交渉集合やKernel

などの異なる観点から構成されている解にも含まれ，理論上興味深い性質をも

っている。また，その定義が，最大不満の最小化と解釈できる形で与えられて

いることと，線型計画による計算が可能であることから実際問題への応用も多

くなされている解の概念である。

他方，コアやShapleyvalueにくらべて，純粋交換市場の分析にはほとんど

用いられていなし、。さらに，そのための前提のひとつとも云える，サイド、・ベ

イメントを許さない n人協力ゲームでの Nucleolusの定義も与えられていな

い。もっとも，純粋交換市場の分析に用いるためには，現状では個人聞の効用

比較を伴なわずに Nucleolusを定義することが要請され， これが困難のひと

つとなっていると云える。しかし，サイド・ベイメントを許さないケースへの

拡張は，他の多くの解の概念についてもなされていることであり， Nucleolus

に対しでもその拡張を施しておくべきであろう。本稿の目的はそのひとつの方

法を与えることである。

ここで示す方法は，各プレイヤーに，最終利得の分配における取り分を表わ

すウェイトをあらかじめ与えておき，このウェイトに従って各提携がメンバー

に利得を分配するとし、う問題を考察することから出発する。次いて，こうして
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決まる各メンバーの利得の提携内の単純和と，同じウェイトのもとで全体で行

動した場合の各プレイヤーの利得の，その提携内での単純和との差を考える。

ここで，サイド・ベイメントは仮定されていないので，提携内の利得の和を最

大化することは意味をもたないことに注意する。こうして決まるその差額を，

その提携の，そのウェイトのもとでの不満を表わす量と考え，通常のNucleolus

の定義をここに適用する。つまり，最大不満を最小化するような各プレイヤー

のウェイトを探すわけである。この方法により，少なくとも，存在と空でない

コアに含まれるという性質が保証される。

2. サイド・ペイメントを許さないゲーム

プレイヤーの集合を N={l,2.. .,n｝とする。 Nの空でない部分集合Sを提

携（coalition）とよぶ。各提携Sに対し， Rsを 1sl次元ユークリッド空間と

する。ここでい｜はSの人数である。また，座標はS内の各プレイヤーに対応

しているとする。

以下でいうゲームは，次の4条件をみたす集合 vsの族 G={V5}SCNのこ

とである。

(i) 各提携Sに対し， vsは Rsの空でない閉集合である。

(ii) XE  Vsかっ， yが yER5 および y亘x(iんYi三主tfor each i ES）をみ

たすならば yEVsであるo

(iii) 各提携Sに対し， V5-U〔int(VuJ）×RS一｛i｝〕は空でなくかっ有界で
iεS 

ある。

肝） 各プレイヤ－ iに対して， SUρVin>O.

集合 vsは，提携SがSだけで各メンパーに保証することのできる利得ベク

トル us={ui}iεSの全体を表わしている。条件（i）は技術上の条件であり，（ii）は

経済学でいう無償処分の仮定で，通常 comprehensivenessとよばれている。 (iii)

は，各提携に対し，その提携の各メンパーが単独で獲得できる利得以上の値を

保証する利得ベクトルが存在することを述べている。聞は，本質的でない複雑
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さを避けるためのもので，これによって一般性が損なわれることはない。

3. 提携によるベクトル最大化

サイド・ベイメ γ トが許される場合は，どの提携も得られた成果のもつ利得

を各メンパーに任意のし方で分配することが可能で，このことが提携の生み出

す利得を実数値で表現することを可能にしている。言いかえれば，提携内の利

得の和の最大化行動が意味あるものとなる。ところが，サイド・ベイメントが

許されない場合は，利得の和の最大化はそのままでは意味をもたず，むしろベ

クトル最大化行動を考えなければならない。

ここでは，以下のような最大化問題を考える。まず， Aを（nー1）次元基本

単体， Aoをその内点の全体とする。 A={aERN: ~ ai=l, aiとOfor all 
iEN 

iEN}, A0={aEA:ai>Ofor all iEN}. プレイヤー聞で利得（効用〉の比

較は可能で共通の尺度で測られているとする。この仮定のもとで， aEA0を各

プレイヤーが獲得すべき利得の割合を示す比率であると考える。

比率 α己Aoを任意に特定化したとき，各提携Sは次の最大化問題P(a，めを

解くものとしよう。

P(a,S): 

maximize h 

subject to ui孟ha;for all iES, and U5={u;}iεsEVs 

P(a,S） は，各メンバ~ iESのウェイト a；に比例するような最大ベクトルを

vsの中で探すとし、う問題である。最適解が存在するとき， hの最大値をh(a,S)
と書く。最終利得ベクトルは VNの中から選ばれることになるが，それは，比

率 aEA0 のもとで P(a,N） を解くことに対応する。このとき，プレイヤ~ i 

の利得は h（α，N）内と与えられる。この意味で， aEA0を分配率とよんでお

く。この分配率と最大化問題 P(a，めを媒介として， Nucleolusの拡張を考え

(1) ただしパレート・フロンティアの点は効用の代替に関する情報を含んでいる。こ

のことについて， Shapley[1969］参照。
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るわけである。

4. Nucleolus分配率

分配率 aEA0のもとで，各提携Sは P（α，S）によって最大利得ベクトル us

を実現できたとしよう。ここで， Ui=h（α，S)ai,iESである。また，同じ分配

率αのもとで提携Nは，各プレイヤーに対し h(a,N）向を与えることができ

る O したがって，プレイヤ~ iはαのもとで〔h(a,S)-h（α，N））αtの利得の落

差をもつことになるであろう。この差額の提携S内における単純和は， さら

に，提携Sの，利得ベクトル〔h(a,N)a1・・・，h(a,N)an）に対する不満を表現し

ていると考えることができる。

こうして，以下のような不満の定義に到達する。まず，

A*= {aEA:h(a,N）αzミsupVu1 for all i EN} 

とする。 A＊ は，個人合理的な利得ベクトルを保証する分配率の全体であるO

a EA＊ が与えられたとき，次の量 e(a,S）を提携Sの不満（complaints）とよ

ぶ。

e(a,S)=LJ (h(a,S)-h(a,N))ai 
iES 

ただし S＝空集合に対しては e(a,S) =Oとする。

さて，残された手続きは，この不満について通常の Nucleolusの定義を適用

することのみである。

任意の αEA＊ に対し， fJ(a）を次のような 2＂次元ベクトルとする。

θ（α〉＝（θ，（α）， •.• ,fJ 2ぺα〉〉

Tこだし，

θj（めとfJk(a)if jくk,

九（α）=e(a,Sk), SkcN (k= 1, 2, ... , 2") 

もし，ある aEA＊ に対し θ〈めが辞書式順序で、最小化されているならば， aE

A＊を Nucleolus分配率とよび， 利得ベクトル （h(a,N)a1,... , h(a,N）αρ を

Nucleolusとよぶことにしよう。これで拡張の手続きはひとまず完了する。
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5.証明

Schmeidler〔1969〕が導びいた Nucleolusの性質のうち，存在と空でないコ

アに含まれるという性質はここでも成立する。これを証明しよう。

補題1 各提携Sについて， P(a,S）は最適解をもっO

証明 aEA0に対して，区間｛hと0：ある uEV5をとれば，任意の iES

について， uiどhai｝は，条件(i), (iiDおよび聞から，コンパクトで空でないこと

に注意すればよし、。 （証明終〉

補題2 各提携Sについて， h（・，S）は Ao上の連続関数である。

証明 関数 f5(u,a)=min {uJai｝は V5XA0上で連続なることは明らか。
iES 

次に，｛αt}t=1>2い・を αt→αOEAOなる Ao内の列とする。｛ut} t= 1,2, • • ・を

vs内の列で，
h(at,S) =max f5(u5,at) = f5(ut,at) (1) 

UsεVs 
によって定義されるものとする。補題1より，このことは可能である。すると，

fs(ut,aっとf(u,at)for all uE V5,(t=l, 2, ... ) （剖

(iii)と（iV)より， d乙O(t=l,2, ... ）であり，したがって（i）より｛ut｝は有界点列で

あるot を，その任意の集積点としよう。すると，八の連続性から，（2）にお

いて uEV5を任意に固定すれば

八（uo,ao）三三fs(u,ao).

がは任意の集積点であるから，これで（1）により，

h(a0,S) = fs(u0,a0) 

=lim f5(ut,at) =lim h（αt,S 

が言えた。 〈証明終〉

定理1 少なくともひとつの Nucleolus分配率が存在する。

証明 まず A＊ はコンパクトで空でなし、。これは，条件(iii)と（iV），および

h（・，N）の Aoでの連続性と， A＊ がAの部分集合であることから言える。

A*cA0だから， h（・，S）は A＊でも連続である。ゆえに，各提携Sについ
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て， e（・， S）は A＊ で連続である。

あとは Schmeidler〔1969〕と同じようにすればよいが，便宜上， ここに述

べておく。

まず， k=l,2,... ,2”に対して

θkcα） =max{min{e(a, S) :SEF}: Fc2N, I Fl =k} 

と書きかえられることに注意する。 θkc・〉は有限個の連続関数の max,minで

与えられているから， A＊ で連続となる。

次に，

A,={aEA＊：θiCα〉孟θiCの， forall孟巴A*}

Ak={aEAkーl：九（α〉三三九（め， forall反EAkー，｝

(k=2, ... , 2n) 

とおく。 A2nが空でないことを言えばよし、。 θiC・〉は A＊で連続で A＊はコン

パクトだから A，はコンパクトで空でなし、。同様に θ2C・〉は A，で連続で Ai

はコンパクトだから A2もコンパクトで空でなし、。以下同様である。（証明終〉

次に， コアとの関係を述べる。ゲームGのコアは次のように定義される利得

ベクトルの全体で、ある。

uEVNがGのコアに属する
千＋

どの提携Sも弘＞usなる利得ベクトル玩sEVsをもたない

補題3 Gのコアが空でないための必要十分条件は， h(a,N) =max{h(a, 

S):ScN｝を満たす aEA0が存在することであるo

証明 〈十分性）.a巴Aoがその条件を満たすとするO 利得ベクトル uEVN

は， ui=h(a,N）αi (for each i EN）で与えられるとする。ある提携Sが，ら＞

h(a,N)ai (for all i ES）を満たす長Evsをもっていたとする。すると， aEA0

によってん（α，S)>h(a,N）となるが，これは仮定に反する。よって， uはコア

に属する。 （必要性〉． uEVNがコアに属するとしよう。すると，（iV)により

的＞O(for all iEN)である。 aEA0を次のように与える。

ai=ud~ ui (for each iEN). 
iEN 
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提携Sに対して， h(a,S）＞ん（a,N）だったとしよう 0 aEA0だから，

h(a,S）αi>h(a,N)ai三三（2J Uj)ai=ui (for all iES). 
jE三N

しかしこれはuがコアに属することに矛盾する。 （証明終〉

定理2 Gのコアが空でなければ，それは Nucleolusを含む。

証明補題3より，ある aEA0をとれば h(a,S）豆h(a,N)for all ScNと

なる。書きかえれば， e(a,S）豆0for all ScN.ゆえに， a*EA＊ を任意の

Nucleolus分配率とすると定義から fJ1(a＊）手θ1Cα〉三三o.したがって， e(a*,S) 

三三0for all ScN.ゆえに，再び補題3から， Nucleolusはコアに属する。

（証明終〉

6. おわりに

本稿で、与えた Nucleolusの定義は，実際，サイド・ベイメントを許すケー

スを特別な場合として含んでいるO いま， vsを
V5={u5ER5:,2J ui三五v(S),v(S)>O} 

iE三S

と与えよう。すると，各提携に対し，

v(S) =h（α，S）・2J ai 
iES 

e(a,S) =v(s)-v(N）・2J ai=v(S)-v(N) 
tεN 

となって，通常の不満の定義に帰着する。

Nucleolusのもうひとつの特徴である一意性は， しかし，この拡張によって

は保存されないようである。たとえば， e（・，S）が各提携について， Ao上の凸

関数となるならば一意性が得られることがわかる。しかし，どのような Vsが

この凸性を一般的に保証するかは，本稿では明らかにし得なかった。この点に

関しては稿を改めて考察したい。
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