
三角行列分解と行列リーマン・ヒルベルト問題
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1 . 緒 言

いわゆる逆散乱 法とは， 解 きたい非線形発展方程式をA) あるスベクトラル方程式と同伴する時間

方程式 に分解 し， B) 逆スペクトラル 理論により解こ うとするものであり ， これによって 設定された

初期値問題 は一連 の 線形演算 に帰着される。 指定された非線形方程式に対しA) のプロセス が 可能か

ど う かは一般的には非常に難かしい問題である。 直接 A) のプロセス を考える代りに， まずB) を考

え， ついで時開発展方程式と連 立して， 解ける非線形方程式のリ ストを作っていく。 この 立場に立っ

と， ど の 程度迄 の スペクトラル方程式の逆理論が構成できるかという 事 が重要 となってくる。 この 事

自身も簡単な事ではないが ， 従来迄 の結果 を拡張するという試みが ， 高階化， 多次元化の方向で努力

きれている。 本文では， 高階系へ の拡張 という方向 を議論するものであり， 以下， 時間 を省く。 正規

形の行列 スベクトラル方程式 φx=Q([rで考える。 この際Q の構造 を， ど の様に 取るかという 問題が

あるが行列のオーダー をM(2 ，3，…) とする以外は， 次の形 に限定する。

φx=( iÀA + Q( x)φ (1. 1a) 

Aはスベクトラル・ パラメーターで一般 に複素数(À=S-+ir;)である， 又A は対角実 定数行列 ，

A会diag. (a1，a2，…， aM)， a1 <…< aM， )
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Q( x)は， 非対角ポテンシャル 行列である。 M=3の時は， 有名な三波相互作用方程式の スペクトラル

問題であり， すで1こZ akharov- Man akov(l)， K aup(2)によって解 かれている。 我々は， 三波相互作用方

程式の考察 を行い， jost 函数 φ (À， x)の完全性 ， 逆問題を解 くGel' fan d- Levi tan形 積分方程式の 一般

化， 線形化された三波相互作用方程式の解 となる ホ2乗固有 函数か とその完全性 ， 更には線形化方程

式の 非斉次 一般解の構成 を行った? こ れらは， 形 式的にはうまく遂行されたのであるが ， 数学的厳密、
性に欠 けている。 従来 の2 x 2では生じなかったjost 函数の解析接続 の困難が 原因 となって， G- L 

方程式の 一般化に必要 な変換演算子 の 積分核表示， jost 函数の完全性条件 等が不明確に定義されたの
である。 他方， 素粒子論等においては， アイソトピック空間に対応 した高階系へ の拡張が重要で、ある。

z a凶 arov 等に始まる リーマン ・ヒルベルト問題 による扱いがあり，M5) グ解析的因子 分解 法川引)によ

って， ソ リトン解 が直接的に構成できる。 けれ ど ， この方法は初期値問題を解 く事 ができなかった。

最近， 我々は， この方法が 連続 スペクトラム の存在する問題 も含めて， 従来 の逆散乱に完全 に対応で

きる事をM=2の典型であるAKNS 方程式(8) について示した。 (9，10)所でM=3 なる式( 1. 1)にも 行

列リーマン ・ヒルベルト問題を導出できるゆが ， 留意すべきはAKNS方程式の際(9) も 同 様 ， ]ost 函

数の解析性の既知な事実を使っている点であり， 逆散乱理論を構築しようという本文の主旨にそぐわ

ない。 これは， とも かくjost函数の解析性を明かにする事の 重要性に他 なら ない。

式(l.la) で， Q (x)はz→±∞で急減少( も っと強し ある閉区間 a三五x三五b以外で零 としても
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良い。)とする。 この 時 exp( iλAx)を式(1.1 )の真空解 と呼ぶ。 ここで次の行列を導入する，

建r(_;，x)会exp(-i _; Ax)・φ ( _; ， x) ， ( _; = Re.λ) (1. 2 ) 

簡単な計算 から， こ れは(x， _;) に関し一様に有界で， x→±∞で翌r( _;， x)→c:!: ( _; )とでき， x独立
な散乱行列S( .;)が定義できる。

SU)会c+( _;)[C-( _;) )一1 (1. 3 ) 

問題 は， 複素数 Aに対し定義 可能な行列を見い出 す事 である。 Caud rey{ll)によれば， 次の函数

θ( ，1 ， x)会 φ ( ，1 ， x) exp( - iλAx) 

が， そ れを与える。 然る に， θの方程式

θX = 1λ[A， θ〕十Q(x)θ， ( [A， θ )= A θ一θA)

は， 次の 変換 に関し不変で ある，

@→81 = 8e-iAXG(λ)e-iAA'X 

(1. 4 ) 

(1. 5 ) 

(1. 6 ) 

この 不変性がリーマン・ヒルベルト問題 に転化していくの だが， この 時(1. 6)式右辺の行列Gを散乱行

亨IJSで表 示せねばならない。 式(1. 4)でx→士∞とすると判る様に， θの ( ，1， x) に関する一様有界

性から， C:!:(À) 従って θ( x= +∞)が下三角 又は上 三角行列とならねばいけない。 この 重要な事実 は，

すでに文献(3 )に表れていたが， 実 はShabat が 最初 に示したものである。(12)彼は， この 三角行列を

使って逆散乱理論の 数学的構成 を行っている。 この 三角行列 は， 行列SでCを定める際の 媒介を行う

が， この際 に丸長度 が存在し， これを適当 に処理 せねばならない。 換言すれば， 式 (1 .1)に対する行

列リーマン・ヒルベルト問題 は一意に定まらないの である。(13) 一方この性質を利用 すれば、' 最も 簡潔

なリーマン・ヒルベルト問題を与える事 ができる。 (13.川 これを主リーマン・ヒルベルト問題と呼ぼ

う 。 この 選択も含めて， 一般の M に対し， リーマン・ヒルベルト問題の 具体的表示を与えるの は簡単

でない。 本文の主 たる目的は， この 部分の解 明 にある。 散乱行列の 一意的三角行列分解 が研究 きれ，

その 遂次 表示が与えられる。 この 分解と， 先の 三角行列を比較する事 によってた長度の 削除が行われ

る。

2. スベクトラル解の解析性

式(1.2)で導入された1Jf( _; ， x)は， 次の 積分方程式を満 たす。

7Jf( _; ， x) = C:!:( ご)+ J:∞e叩Q( 山iW1Jf(_; ， y) d y (2. 1 ) 

こ れはVolt erra型なの で， Neumann級数はQ(x)の 条件 から( _; ， x) に関し一様に収束する。 そこで

次の函数を考える。

S( _;， x)会翌r( _;， x) [C( _;))-1 . 

式(1.3 ) からx→ +∞についてS( 乙x)→S( _;) となる。 所 で(2 1)， (2.2)式 から

S( _;， x) = E+ に e-'ωQ( y)ei凶S( _;， y)d y 
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S(�， x)は， (�， x)に関し有限であり， そこで第j列ベクトルSj(�， x ) を 取り出し， Neumann 級数

に展開し， 1 /ごのベキを 取り出 す。

町(�， x)=Ij> + f: e-i•AY Q(y) ei•AY 8j ( �，y)dy=急 ム(�， x) (2. 4 ) 

ln(x ) は， 次の 遂次 列 で与えられる。

間 ，. X
ん+l(�， x )  = L: I .. l k> q 7 (y) e-ma.-atlY <.t 11n( �，y)dy， 11 = Ij >. (2. 5 ) 

但しQ=1:lk>q� <判.l/�のオ ーダーを 評価する， 指数函数に注意して部分 積分を行って，

qt(x) 
12(�， x) = - � 1: Ik>� e-i�(. . -aj)x+0(�-2)， 1ξ k(牟j) 仇-aj

1 ，. ， "" rx qi(y)q;(y) ls(�， x)ニー了子li> L: I 一一一一ー'- dy + O( $-2)， 1ξ 守 z(宇j) .1-∞ aZ-aj 

1 3� �-Ijj >を (2.5 ) 式 に使 えば， 1 4(�， x) = O(�-2)をえる。 結局， 次式となる。

{ ぱ(x) " 'n . n ，_ . ， . _ rx qHy)qf (y) . ì sM， x)- j j >= - .�� �ヱIk>""' � e -i引a .-aj)x+jj>1: I � " J.�"" dy� 
l 1; � k(キj) ak -aj Z(字j) .，/ -∞ a Z -aj ) 

+O(� -2). (2. 6 )  

問題 は複素面上での議論である。 すでに述べたが式 (1. 4 )の θがこれを 可能にする事を示そ う 。

式 (1.5 )を積分方程式 に直 す。 θIj>=8j，Cjを積分 定数としてFredh olm型方程式を える，

8j(À， x) = CJ i i > 一{Kif: +(E+ι) ioo } e iA(A-a川Y) Q(y)θJ( ，，1 ， y) dy. ( 2. 7 ) 

対角定数 K;は， 後で適当に定められる。 Fredh olm型 で1まVolt erra型の様に簡単に収束しない。

M=2の ケースでは， この 状態を 避けて， θ1， θ2を 共にVolt erra型に帰着で きる。 M孟3では， そ
れは不 可能である。 θJが有界となる様にK;を 設定できる事 に注目 する。 簡単にい えば， 積分内の 指

数 項の発散を 消す様にKjを 選択する。 明らかに全A面上で 指数 項を 押えられなし 上半面と下半面

に分けて考える必要 がある。 上 ・ 下半面に対し， 式 (2. 7 )の 各量に肩字、P， N"を 付加して区別する。

この 時， 各K; は1 ケの 自由度を 残して定まる，

。) )

 

-
]

 
(

 

Kf = 1 (j) kf 
。

KJ =(j) 
市-A

Nj
 
k

 

(2. 8 ) 

TEム
司i

O} \ - 1 
このKf.Nに対し8f.Nは上 ・ 下半面で解析函数となる。 きて， 式 (2.7)によれば，

PEM(λ， x) =cf(À)lj与一日空eU(A山川 町 に ei川加Y)θf (，，1， y)dy. (2.9 ) 

但し. Q(x)はa三五z三五b以外では零(白町act sup卯rt )とした。 式 (2. 8 )か ら， 列 ベク トル81 (x =∞ )の
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第1�第j 成分のみが値を持ち， 従って行亨IJθP(x=∞)は上三角行列UPとなる。 その際， 式(2.9)

の積分項の前に出した指数部は|λ1=∞で解析的とならない。この事を式で示せば， 上半面で解析的な

三角行列UP(À)が存在して， x→∞について

θP(À， x) →eiAA(X-b) UP( À) e-iAA(X-b) 

と書け， 更に次の行列は( 対角成分は別にして)ImÀ =+∞を解析域に含 まない。

Ur; (À) = e-iAAb げ(λ)eiAAb 

他のケースも まとめよう。x→{ ∞， +∞}に応じて

θP(λ， x) →eiAAX { L  r; (λ)， Ur;(À) } e-iAAX ， 

θN(À， x) →eμX { U� (À) ， L� (À) } e-iλAx 

さて， これ以降の議論には， 式( 1.1 )の随判系を導入せねばならない。

φX = - (iÀA+QT(X))φ 

省略するが， 随判系の各量( チルドを付す)は， 今迄のと 同様に導入する。 但し，

φ会e-iAAX益 θ会φe-1AAX

式( 2.12)に相当するものは， x→{ ∞， 十∞}に対し

面P(λ，X)→e-iAAX{ ur; (À) ， 2r; (λ) } eiμx 

扇町À， x)→ e-'λAX{ l� (À) ，白(À) } eiAAX• 

式( 1. 6 )の不変性を使ってx=::t∞でル規格化された解θ士を構成する，

x→±∞に対し

であり， 従って

{ θ ， 

{ fj_， 

θ+} =θP ei�AX{ [Lb] -1 ， [Ur; ) -1 }eーはAx

=θN eiMX{ [U�) -1 ，[ L�) -1 }e-iMX ， 

θ+} =面P e-iW{ [Ub)-l， [Lr;)-1 }eiW 

=θN e-i<AX{ [ n)一1，[日)-1 }eMX • 

明かにθ0" θ±→E である。 又， 簡単な計算から

d [è1θo，)=i�[A，Øi@土〕
QX 

θi (�， X) θiU， X) ニE.

( 2.10) 

( 2.11) 

( 2. 12a) 

(2.12 b) 

(2. 12 c ) 

( 2.12d) 

(2.13a) 

(2.13 b) 

(2.14) 

式(2.13)を(2.14)に代入すると，

GP (À)を 取り上げると，
上下半面に解析接続できる行列GP，N(À) が定義できる。 仮りに，
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GP会{θPJ Tθl' = eirAX[ Uli') T Lõ e-irAX ， 

指数項が存在し ても上半面で解析的なのだから， [lJòr Lr;， 従ってGP は対角行列でなけれはならな

この関係を まとめると，し、。

(2.15a ) (Lr;)T日ぴ斜面P)TθP二〔白)TL[;=

(2.15 b )  GN 会〔θN ) T@N = lUF日=(α)TU.

(2.16) 

次の関係が成立つ，(l. 6 )式で示し た行列Gに関し て，

| 

到吋州件…t引作山)戸片二寸一e

S(ç引) =ei問eAX ( �θ�+(ぽç， X))-1 �L(乙x)e-ieAX

より散乱行列と更に式 (2.13)

(2.17 )  
1 :θ(い)) θP(ç， x) = eieAxG( ç) e-ie 

( ØN(ç， X))-.1扇町ç，x) = e-ieAxG(ç) eieAx• 

で 書ける 。

S=日[ GP) -1 (白F=U [GN )-I(l�)T ， 

(L， [}) 行亨IJ S， G等を三角行列式 (2.12)を考慮、し て，

(2.18a) 

(2.18 b ) S=印[GN )一1 [問)T=Lò[ GP)-l [L[;)T， 

(2.19a )  Gニ[GN )-l[説)T日=[GN )一l[L�FLõ. ， 

(2.19 b )  δ=[GN )-l[問F白=[GN )-l[U)TIò， 

(2.18)より次式が成立つ.式 (2.15 )， 

(2.20) ST(ご)S( ç) =E .

(2.21 ) 

次の様な主小行列式を定義し よう，

\1alit-Bl11/

 

KM

MM

 

ediaO61
cd

 

kK

MK

 

edilili--19
CO

 

，，，，BEat-aE11BBEg-、、
ム一一s

 
-K

 

ふELe
 
JU

 

δ=[ s l)とし て，

、、s'lll』11111SE，f'

cd

i
eo

 

culo--1・e6
CJVJ'E'lll'11118E、\

A一一S
 
ゐ'LρLV

 

・G

式 (2.18)から次の関係をえる。とdetdL[}) =detl L'detj U等に留意し て，式 (2.1 1 )

(2.22 a ) 

(2.22 b ) 

detkS=detkげ・detk[f /deÜ GP， 

detk S=detk ff 'detkげ/detGN ，

70 -
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( deti S， detk 
5
)は下半面て解析的となる。明らかに ( detJ S， detk S)は，上半面で，

リーマン ・ヒルベルト問題

すでに述べた様に，式 (2.17)がリーマン・ヒルベルト問題になっていく。 その際，行事IJ G， Gを
各S行列要素を使って表示したい。 而るに，式 (2.18)，(2.19)から 判るのだが，一意にそれを行えな
い。 その理由は，任意な行列の一意的三角分解は対角成分を1とする ホ強。( 上・下)三角行列( U，L)
と対角行列( D)の積の形 ( LDU 又はUDLで与えら れるのに対し，式 (2.18)に使われた三角行列
の対角成分は1でないからである。この部分を明確にするために，とにかくS行列の一意的分解を定
義する。

3. 

(3. 1 ) 

ここにSL，U等は強三角，Soは対角， 肩字P，Nは主小行列式 (2.22)との比較による対角部分 So ，
5
o

の上・下半面における解析性に応じて付加された。 つまり (S� ，S� )は下半面で， (Sb，Sb)は上半面で
解析的である。式 (3.1 )を (2.20)に代入すると，

S会S�S�S百=S�SbSr.
s
会 srSbSÙ =S�S�

S
� 

(3. 2 a) 
S
bSb=

S
�S�=E ， 

(3. 2 b) ( srFS�ニ[ 5ù) T sr = (S�) T S� = [ S�) T S� = E. 

(3. 3 a) 

式 (2.17)の左辺の逆行列を式 (2.15)で書き 直す事ができる，
( @P]TθN=e'fAXGpNe-lfAX. ( @'N]TθP = eitAx GNPe-1tAx， 

但し，
(3. 3 b) GP N=( むtTu�= ( I òFL � .GN P=( V�)T Uò=( L�F Lò， 

と対角行列 ( DL，Du等)に一意分解しよう ，Uo， L o等を強三角行列 ( L1，U1等)ここで)

(3. 4 ) lJÒ.N =tJr，ND�，N. 'lò，NニZf ，NDE， N，Uò，N ニur，ND� ，N ，L Ò，N =Ll ，NDr，N ， 

(3. 5 a) 

まず強三角部分は

sr=(
ぴ
F， S�=げ，

と比較すれば，これを式 (2.18)に代入し，式 (3. 1 ) 

|…=(
L
r) 

s
r=
Lr
， 
S
�=( L rF 

ヨ
=( úfF， 

S
�=
白
，

(3. 2 b)を使って式(2.15)を整理すればこれとと一意に対応する。
(3. 6 ) G N二段�=鼠D E .GP ニDùDL=D r� ，

(3. 5 b) 

これを (3. 5 a)に対応する対角成分の関係に適用すると，

1 mニ到〔民〕 ー〕 ベ

Sbト=昂〔ωD尻朗E口叶〕γ一→l ニD民�(ωDL口汀〕γ-→1_吋(Sb却E引)-→1

を固定明かに泊二長があって， spN等を与えでもDf:目等は定まらなし、。 少し吟味す れば判るが， Dr，N 
すれば他は定まる。 特に，次の選定が許される。

噌EA句t
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Dr: �=D L:� (3. 7 ) 

以下， この条件下で議論を進める。先の関係 式 (3.6)，(3.5 b)， (3.3 b)は，次の様になる，

GP=D [;D !:， GN=D �m， 

5� = m[ D�J-' = [5 �J-' ， 5 1;ニD [;[ Dn-' =( S r，t' ， 

GN P 二D �(5 �F 5 [;D[;=m S �[ 5 [;F D P L， 

GP N = D iJ5 L[ 5 �JT D ["j =DL[ 5rrr S �D�. 

(3. 8 ) 

(3. 9 ) 

(3.10a) 

(3.10b) 

付録に示した関係( A. 3 )， ( A. 7 )， ( B. 2 a )， ( B. 3 a )等によれば，式(3. 9 ) の対角行列は，
'" 則 ~ 一. 、I tL正μ証 N 1 I 5�=diag.1 Sll，一 ，ー， ……， つ ， - 1 ， l Sll μ五 μM-2 SMM ) 

一 I 1 S 11 μE μ品2 � 5b=diag. I _-_ ， τ u … …， ー←ーー S剛 | 
l S IIμhμ3 SMM ) 

ここにμf'Nは (B .4) 式の一般化であり， 2 �五j三五M- 2の時に存荘する。

(3.11a) 

(3.11b) 

μ?会I 511，…， sl;1ニ|玄j+l.j+l，…，古川， μ「会1511，"'， sul ==1 Sj+l，j+l，…，S剛I . (3目12)

これによれば，μP ，Nなる函数はM壬4で本質的で、あるといえる。きて， 式(3.9)，(3.11)から，次の様
に (3. 7 ) 式の行列を定める。

(3.13) 
(じC広「U口凹昨山山…rド凡日判=寸寸叫di仙1悶iag. [ S 

D L  = diag， [$ll， tLL…， S剛， 1J， D[;= diag. [ 1， $ll，…，μι2， S剛J' 

式(3，10)の主小行列式を取り， (3. 9 ) 式を使うと，
det; (5 1; [ s� J -1 ) = detJ ( Stl [ se F) ， dee ( S � [ SI; J -1 ) = detk ([ StJ F Se ) . ( 3 . 14 ) 

こ れは，行事IJDr:tJの成分に関するスカラー形リーマン ・ヒルベルト問題である。Dr:�(it)は上下半面
に解析接続でき， I it I→∞で単位行列に漸近する事から， 強三角行列部分が実軸上で与えられBば，
DNの各成分は一意に再構成できる事になる。この事実は，強三角行列が連続スベクトルに関する散
乱データとなる事を暗示する。さて， 例えば(3.1 0b)式のDùSnS� F D["jの(l-l)，(M-M)要

素 を取出そう。(1 -1 )要素 は明かに1である。一方， (M-M)要素は付録AからSM1SMI+…+S刷

SMMとなるがS T5 =E，つまりま'jk =L;宮町Sm，よりやはり1となる。従って，m 

(荊p会E-GNP， (完N会E-GrN， (3.15) 

を導くと， これらの(1 -1 )， ( M -M)要素は消失する。この事実は， 式(3，3 a)， (3.15)より得ら
れる解析接続を与える式の簡単化に貢献する，

1 r∞dç �Y(it， x)=E一一一 I _-:-� f)N(ç， X }eiMX[ G N(ご)J-'G�p(ç)e-iUX (1 m λ>O)， 2πi J一曲 、 -it - ， � ， .. ， - ， � ， � " � .. . ，� ， - ， - --_ . ( 3 -. ï 6 a ) 
f∞ d ç ザ(λ， x )=E十 一一 I � f)P(ç， x}eiUx( GP(ç}J -IG� N(ç}e-lfAX (1 mit <O) 2πi J-∞ � -iì ..... \.，， 'y， ..... ._ 'J \.， U '-" .. \.， ， -- (3'- i 6" b ) 
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こ れと少し異った関係を次の様に求めることができる。(2.13a)式等より， 次の様な関係をえる。

θ+-θP (Ðù) -1 eitAX( sn T e-i!AX t=θN (Ðt:)-l ei!A，X(stl)T e-i!AX ， (3.17 a) 

θ=θPゆn -1 eHA，X sre-itAX 二θN (別)-l eitAXStl e-itAX. (3.17 b ) 

例えば， (3.17a)式を分解すると，
へ M ^ IJf -IJ� = -� IJk<kl( SrF li > ei<β射.r+ � θ�<kl(StlF li > eitSk.i.r. (3.18) 

^ ^ ^ ^ k=j+l 
但し， θP( D[;)ー1=Wi，θE，… )， θN(D�l-I=(θ?，θE，… ) 又βkiニニak- ajである。これは， ベクトル
形式のリーマン ・ ヒルベルト問題べあり釘 併 に関してのコーシー積分表示をえるが， (3，16)式と
同様にその形は解かれていない。これは， 従来のケースがすべてそうであった様に， 解法はそんなに
簡単で、 ない。これとは別に， 式(2. 7 )から半IJる様に， 行手IJθP，Nはフレドホルム方程式に従うが， 次の
成分 ^ ^ 1J1=θ1=1J1+， 1J�=IJ�=IJ+4， 1J�=1J1 -， 1J�=1J-4 ( M =  4) (3.19) 

に限り， ボルテラ方程式に従う。 故にこの各成分は， 各々の上下半面上に特異点 (極)を持たず， tÌ 

独立な核を持った積分演算子 (変換演算子)表現を持つ。 M =2ではθP，Nの成分は式(3.19)のもの
のみで， 直接逆問題を解くGe]'fand-Levi tan方程式が得られる。これらの事柄が 3三五Mでどうなるか
は次節で論じられるが， 式(3.18)に現れている行手IJS[，Stlが散乱データ行列と呼は、れるにふさわしい
事と， θP，NとポテンシャルQ( x)を結ぶ関係が必要で、あるという事である。行列リーマン ・ヒルベルト
問題の変分操作を行って，次の表示が求まるJo，14)

4. 逆 散 乱

αドJf:〔A，θP(ç，x ) ( C P(ç)) -l eitAxC�N(ç) e-i!A刊ご

=ーが: 〔A，mx )〔GW )〕 leiuq山

M= 3，4のケースにおける逆理論の構成を考える。 M=3ではボルテラ形(3.19) 以外の成分e�，Nが
存在するが， 式 (3.18)によれは、

IJ� 1J2+こす11
ム nN --;、，Sフ Hフ s.，十IJ�二二e'吋12.r 一一+IJ� 二 e 11ff:J32X Sll 1'33 1'33 

これより目，併に関し解 けた形のコーシー積分表示を得る。

(4. 1 ) 

(IJU玄ll) (tÌ，x 11 ，� _ 1 ( ∞ d� (' � I\; """""') _1 l<1J__..... .n. D .......... � =12>+�1 �[IJ�Y�e-1村田.r-IJlYI ei村12.r) (ç， x). (4. 2 ) (IJ� /苫叫(tÌ， x) J ，_ 2πi J _∞ç -tÌ 

{B. L， 九=<il{�計十stl} lk>. θ?，θ2の表 示も同様に与えられるが， 変換演算子の核が定義できる。

KP(x， y)=-I}_苧12乙 r=∞ {川θM州?引問(ぽ阿E肘判山+什吋lê止εムいω，x)ルx刈汁)ト一 |州D川} ei坤削叫…e付叫βム1L文 d一由
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KN(XJ) = 41L l ∞ {θ町一iε，x)-1 3>}e-i村山一ωd�. (い<1)Zπ 01-曲 (4.3 ) 

この核に関する閉じたGel' fand-Levitan 方程式， 又式(3 . 16)， (3. 20 )， (4. 3 )より核とポテンシャル
の関係が求まる。 14)我々は式(3.13)の行列が零点を持たない (連続スベクトルのみ) としている。
M=4のケースの解析は複雑で、あるが付録Bに示した S行列の分解を使えば， 式(3.18)が書き下せ

る 〈 八 八 ^ ^ 
i of…一一+…z

但し，

^ ^ - ^ 八 白‘今 ^-- •. . 
(J�-(Jr=-(J�y1ei押剖X+(J�p�e '印24X+θlyie 同F14Z，
^ ^ ^ - ^ 
|じ口口前件山…Eト日刈一イ引一0創E

^ ^ 八 〈
(J� -(J� = orne i�β13X+O�p�e ieβ田X._ (J�r� ei付"，X

r 1， l r 1， -yr ，戸i，子� ì 

(4.4 a) 

(4.4 b) 

CP _1 YL 1， CN _I 1， pL子� 1 1 �_ � ' _�: 1 . Sìj=
1 

� ， '-_ " ， :__� 1. (4.5 ) !
??，戸i， I，

| ' |
l ， 子1

I 

lri.戸L -yL 1 J l 1 J 
af( = of )と82(=02 ) は (4.3 ) 式の様にλ 独立な核を定義するが (4.4 a) 式より判る様に， そ れ
らのコーシー積分表示には， θ引が含ま れる。 M=3では， こ れは(4.1)， (4.2 )式を使って消去さ
れそ れでGel' f and-Levitan方程式が構成さ れたが， 今のケースではその操作は困難で、ある。(4.1 )式
に相当する式は(4.4b)で変数が倍に増えたのに応じて2 ケの関係があるのだけ れど， そ れを使って，

八 八 ~ OL (J�の閉じた形のコーシー積分表示が作 れないのである。そ れ が可能になるのはρi，ρiが消失する
ケースである。

|言叫
言
斗 |吉ll， 言321討会一一一一一=0， 卸会一一一一一=0

Is叫5441 - ， ，- . 1すll， 言221
(4. 6 ) 

この困難は， ボルテラ形成分をベースにしている事に留意しよう。もっと広い意味で(4 _ 4 )式に対す
る解法が研究さ れるべきである。少くとも(4.5 )式は，753，戸iを小パラメーターとみて摂動解を持っ
ており従って解の存在がいえる。 (4.6 ) 式の持つ意味， 極の寄与による解の研究が， 今後の課題と
なろう。

5. 結 言

MxM次のスベクトラル問題の解析性が明らかにさ れ， そ れに関与する三角行列の代数が調べら れ
た。スベクトラル解や， 散乱行列の主小行列式の構成を与えるリーマン・ヒルベルト問題の一般形式
が与えられ， 逆散乱の問題がこ れらの解法に帰着さ れた。 最も重要な結果は (3.18)式に示すリーマ
ン ・ヒルベルト問題であり， 散乱 (行列) データーが S行列の三角分解で得られる2種の三角行列に
相当する事を示している。この表示を変分して， ポテンシャルの変分と散乱データーの変分を関係付
ける式が得られる可能性があり， 高階系の線形化問題に対し重要で、ある。 更に， この関係は逆問題を
直接解くGel' fand-Levitan方程式の導出に使われ， 実際M壬 3で成功する。 け れど， 4壬Mでは大き
な困難に見舞 れ， ある条件(4.6 )が課き れないと， Gel' fand-Levi tan方程式は簡単に求まらないので
ある。
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付録A. 散乱行列の三角分解

行列 S(その要素を Sijとする)の一意的三角分解を 具体的に調べる。
A1)LDU分解
対角要素を 1とする強三角行列L(=( .EinJ)， U(=( urrJ)と対角行列D(=( dmJ)でS=LDUと分解す

る。この分野は一意で、あり， 次の関係から遂次的に L， D，Uが 決定できる。
inf(j，k) 

Sjk二 � .EindmuT (j， k= 1 ， … ，  M). ( A  ，1) π1=1 
但し和はm=lよりり， k)の小さい値迄とられる。 Sjkが M次行列の要素である事から Sjk= S\� と記
すと

r 1)二d叶 叩 S拡 l 会Is帆 sj�1 (2豆j， k)， sl�-2) = 1 S�-2)， sJt'-1l 1 (3ミj， k)， L δj 1 ， �ラjk ) 

の様に ( M- 1)次， ( M- 2 )次の行列の要素を構成してゆける。この一般項は

slr 肝1) ニ|sLhri ， sir M) | (22五n三五j， k三五M )

で与えられ， これを使えば， 三角行列成分は次式で与えられる。
。 (M n+1) 

fn-JL一一J _ 
S�n+1) 

対角成分も同様に 決定できる，

UE-s 位n+l )
.. s��-n+l) nn 
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。(M-I)
d，= S智， d2=三;二一

Sïï' 
d3=一三竺2)

" S\� S(�21 ) ， 
S �-n+l) 四I

， 叩 S\'t) S�ttl)… S�町1fJ
(A.2c) 

こ れと違った表示わある。5=L DV の主小列式を取 れば容易に4'lJるように，

d dlslh S221 
1="11， 02=一一一一τ一一一一一 ， SlI 

1 SlI ， S払S331 1 Sll，"' ，Sn-l. d3 
- .. ， - -- ， -- ， …， dn=' � ": ，-，，- ..，，- .， � ，.，，' (A .3) 
1 SlI ， S221 

， -. . 
I Sll， …， S n-l， n-ll 

こ れらより，主小行列式と (A .2a)式の行列要素の聞に何等かの関係が期待さ れる。 実際， 計算を
してみると，次の関係が得ら れる。

sir-2)=511 1511，S払Sjk1， sir-3)= (511) 2|S11，S221-lsll，S払533，5jkl (A .4) 

A2) UDL分解
改めて5=UDL とす れば，式 (A .1) に対応して，

M 
5jk = � u/n dm.tr . m=sup(j，k) 

1 �玉j， k壬M-n において，各要素 は次式で与えら れる。
( A . 5) 

5!tt-n) = 1 Sj�M-n+l) ， 5腔hqJL!b n+1l， (A .6a) 

5 1官n)" J.一 一一nU:. _ =一一一一一-M-n 5 æ.-rrl.t-n 
一
n

}'K一、，M

4叫←4叫
川叫一
山一品

。、d一
P3
一一n

 
MK
 
nutv

 

d - s昨;['Ivt-nM-n - 5� 5昨ï;Ivt-，…5�--ri'，+I;Ivt-n+ I 
(A .6b) 

式 (A，3) ， (A .4) に対応して
dM二S刷， d |5M一川1， S剛1M-1一一 ， UM-2 5MM 

| 5M-2，M-2， 5M-1，M-I， S剛|
1 SM-1，M-1， 5剛|

15Mー凡M-n， SM+n-l.M-n+l ."， SMMI dM-n二 B . ... .. ， ，0.  c. (A. 7) I 5 M-n+ �M-n+ 1，…， S叫
sT一司 二S剛ISjk，5M-�M-1， 5剛|， SF劫 =(5剛)21SM一川一1，5叩|・15jk， 5M一山一2， 5M一山一1，5剛1. (A .8) 

こ れら式 (A .3) ， (A .4) ，  (A .7) ，  (A .8)は， 分解のケースL DU， U DL に独立な表示を与え
る。 尚，ここでは随伴行列Sについては省略する。

付録B. 4 X 4 散乱行列(M= 4) 

ここではM =4の散乱行列を扱う。 det5= 1， 
S
f5=Eの条件も課さ れる。 まず，

1 522， S33， 5441， -1 521 ， S33， s..1 ， 1 521， 532， 5441 ， 一1 521，532，5431 
~S=〔 ST〕一1 三 - 1 Sla， S33， 5441， 1 511， S33， 5..1， 一| S11，S32，544|，l su，S32，S431 .(B .1) 1 512， 5叫S441， 一1 Sll ， S23， S441 ， 1 511， S22， 5441， -1 SI1， S叫S431

一1 S12， S叫5 341， 1 Sl1， S23， 5341 ， 一1 511，522，5341， 1 SI1， S叫S331

式(A .2) 一(A .4)を使えば，5のL DU分解を，その表示法に独立な形で与えることができる。 今，
式(3 . 1 )のS=S�S�5� に従うとする。 而るにdetS= 1より，対角部5�は
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d1 = Sll， ，
 i

 

-
z

 

-
吻&

崎一
S

~$一
h
E
­

一
poea

 

AU

 

，
 

'a-2-cu一E
I

 

-
­
，-1-

s 
lE

 
co­--一一Z

 

JU

 

1 
d4=一一一 .S44 

すなわち，

r 1 Sll， s22 1 
S � =diag. 1 Sll， 一て一­B δII 

S44 
， 

1 Sll， s22 1 (B 2 a ) 

三角行列の方は， 次の通りである。

1 

S14 I 
SII I 

1 SII， S刈 1 SlI， S刈j
I Sll ， S22 1 ' 1 Sl I; S刈 1

S43 I 
1 -=- I S44 I 

， 1 J 
(B .2 b ) 

1， 
1

 
1

 
cd

 

，
 

唱EA S12 S13 
S21 
Sll ， 1， 

S� =1 S31 1 Su， s32 1 S!j= 

511 ' 1 511， S22 1 ， 1， 

S41 1 Sll ， S421 s、.34，、- 1 
511 '|S11，S4' S44 

SlI 

UDL分解S=st;S!;SEの方も同様に求まる。 対角部は，

S!;=diag. r土ユLl Sll ' 1 S叫S441

1533，s441 _ ì 
， 一一一一一一 ， "44 I 

S44 I (B .3 a ) 

となる。 一方， 三角部は， 次の通りである。

l 
512 
Sll ， 1 

sE= 1 1531，5441 1 S叫5441

|
寸 ， ， 1 ， 

S払5..i ' 1 S払s441
541 542 543 
S44 ， 

S44 
， 

544 
， 1 

1 竺一， 511 
1 513， 5441 514 

， 
15払5441' 544 

15払s441 524 

， S�= 
1 a.'

 

官4
 
cu

 

，
 a晶噌噌a

 

cd

 

，
 
包3

 
cd

 

，
 

1 
S34 

S叫

1 

(B.3b) 

(B.2)， (B.3)式において， チルドとSL.Uの肩字、P， N" の反転をすれば， 式(3. 1 )の随伴行列ぎの

三角分解が求まる。 その際， 式(3. 2 )が依然として課される。 その内式(3.2ß.)によれば，

μP = 1 511 ，s221 = 1 S叫s441 ， μN=lsll， 5221 =1吉叫3ム1 (B .4 ) 

が定義できる。 式(3.13) にすでに示したが，

1:到凶Eド�=d寸 diag. ( 5 II 山 1U〕 :: 別山=寸di伽i悶iag. ( 1 
(B .5) 

DE二diag. (Sll，μP， S44， 1)， D�=diag.( 1， Sll，μP， 544) . 

直交関係(3. 2 b) 式より， 次式が得らろる。

言;d S31， 5判1+ Si21 5払5441十五315払5441ニ5421511，ゐ1+ 5431言i1，5231 + 5..1 Stj，言241 =0， 

|す1I，sd+15払s441 = O. (B .6) 

これは， チルド及び添字の位置の反転に対しでも依然として成立つ。
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Triangular Factorizations and Matrix 
Riemann-Hilbert Problems 

Tsutomu KAWATA 

An important type of Mx民4-th spectral probIems are studied for developing its inverse 
scattering th印'lY . Under the assumption of the potential on a compact support， we showthat the 
spectral solution can be continued analytically into the upper or lower spectral plane and result 
in triangular states at x=::!::∞ .  The trianqular factorization of the scattering matrix is studied 
generally and the inverse problems reduced to a "principal" type of Riemann 回lbert problems 
τ'he scattering data is given by the "strongly" triangular matrices for the scattering matrix . For 
M豆3 the Gel' fand-Levitan integral eguation which solves the inverse problems systematically 
derived， while this falls difficult for 4壬M .

〔英文和訳〕

三角行列分解 と行列リーマン ・ヒルベルト問題

川 田 勉

MxM次オー夕、ーの重要なスペクトラル方程式の逆散乱法が研究さ れる。 有限台上でのみ値を持つ
ポテンシャルを仮定して， 解のスペクトラル平面の上下半面への解析接続可能性と x→±∞で三角行
列状態を取る事が示さ れる。一般的に散乱行列の三角行列分解が行われ， こ れにより逆問題は ホ主行
列リーマン ・ヒルベルト問題か に帰着さ れる。 又， 散乱データは， 散乱行列を分解して得ら れる三角
行列部に相当する事が判る。 M三五3 では， 逆問題を解く所のGel'fand-Levitan積分方程式が体系的に
求まるが， 4 三五Mでは大きな困難におちいる。

(1984年10月31日受理)
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