
マルチスケール変分法と気泡関数要素の関係性について 
 

総合情報基盤センター 准教授 奥村 弘 
 

本報は移流拡散方程式に対するマルチスケール変分法と気泡関数要素を用いた有限要素近似との

関係性を説明し，安定化法の観点から気泡関数の安定化作用を最適に制御する方法を解説する． 
 

キーワード：マルチスケール変分法，気泡関数要素，移流拡散方程式，安定化法 

 

 
１．はじめに 

波動方程式の解が移流方程式に深いつながりが

あることから，移流拡散方程式は弾性体や波動現

象を解析するうえで基本となる微分方程式である．

さらに，流体力学の分野において常に眼目されて

いるNavier-Stokes方程式が連立の移流拡散方程

式系とみなせることからも，移流拡散方程式の求

解は，自然現象に顕在する諸問題の解明に欠くこ

とができない．このところずっと，どこもかしこ

も，計算機による数値解析が盛んにおこなわれて

おり，移流拡散方程式に対するそれも例外ではな

い．近年では弾性体解析や流体解析等において微

視微小現象を捕えんとするマルチスケール法(1)が

闊達であるが，先にも述べたようにそれらマルチ

スケール解析発展の礎となるべき移流拡散方程式

の数値解析において直面する諸問題は解決してい

ない(2, 3, 4)．この行き詰まりに対し，主に有限要素

法で定番となっている安定化法(5)が，マルチスケ

ール変分法（ VMS: Variational multiscale 
method）(6, 7, 8)と密接な関連性があることが分か

ってきた．つい先日，著者は有限要素近似に用い

られる気泡関数要素(1, 8, 9, 10)とマルチスケール変

分法の関係を明らかにし，気泡関数要素によるマ

ルチスケール有限要素解析によってその有効性を

定量的に示した(11)．しかしながら，この論文(11)

の英文が極めて拙劣にて読み難いため，著者のせ

っかくの努力も成果も読者に理解され難い．著者

は親切であるので極々少数の読者に留まるであろ

う賢明な読者諸君により一層のご理解をいただく

ため，拙著英語論文(11)の和訳プラスアルファの説

明付加という形で本報を書いた． 

２．気泡関数要素とマルチスケール変分法の関係，

そして有限要素近似について 

有界な𝑑𝑑次元(𝑑𝑑 = 2, 3)空間領域をΩ ⊂ ℝ𝑑𝑑 とし，

その境界を Γ = ∂Ω とする．このとき，次の定常

な移流拡散方程式を考える : Find the scalar 
function 𝑢𝑢:Ω → ℝ such that 

�𝒂𝒂 ∙ 𝛻𝛻𝛻𝛻 − 𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐𝜐 = 𝑓𝑓  in Ω
𝑢𝑢 = 0  on Γ

(1) 

ここで， 𝒂𝒂 ∈ (𝐿𝐿∞(Ω))𝑑𝑑 , 𝜐𝜐 および 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿∞(Ω) はそ

れぞれ移流速度ベクトル，拡散係数（あるいは粘

性係数），ソース（外力）である．移流速度には

divergence-free 条件∇ ⋅ 𝒂𝒂 = 0の制約は課してい

ない．なお，議論を明確にするため，式(1)の境界

条件には Dirichlet 境界条件のみを与える．  
従来，移流拡散方程式(1)に対するマルチスケー

ル変分法の関数空間には， 𝒱𝒱 = 𝐻𝐻01(Ω), 𝕃𝕃 =
(𝐿𝐿2(Ω))𝑑𝑑を選び，次のカップリングさせた変分問

題 (2, 3, 7) を考える: Find 𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉,𝒈𝒈 ∈ 𝕃𝕃 such that 

�
𝐵𝐵(𝑢𝑢,𝑣𝑣) + (𝜐𝜐add∇𝑢𝑢,∇𝑣𝑣) − (𝜐𝜐𝑎𝑎dd𝒈𝒈,∇𝑣𝑣)   
        = (𝑓𝑓, 𝑣𝑣)   ∀𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉

(∇𝑢𝑢 − 𝒈𝒈,𝓵𝓵) = 0           ∀𝓵𝓵 ∈ 𝕃𝕃
(2)

ここで，双一次形式 𝐵𝐵 は， 
𝐵𝐵(𝑢𝑢,𝑣𝑣) = (𝒂𝒂 ⋅ 𝛻𝛻𝛻𝛻,𝑣𝑣) + (𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈,𝛻𝛻𝛻𝛻) ∀𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 (3) 

である．式(2)で出現する任意の関数 𝜈𝜈add は後述

するが，マルチスケール関数と呼んでおこう． 
変分問題(2)に対する有限要素近似には，空間領

域 Ω に三角形(𝑑𝑑 = 2)または四面体(𝑑𝑑 = 3)によ

る正則な有限要素分割 𝒯𝒯ℎ を与える．ここで，メ

ッシュパラメータをℎ = max�diam(𝐾𝐾)� ,∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ 
で表すこととする． 
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このとき，本報ではマルチスケール法から導出

される有限要素近似に，気泡関数要素の空間 𝑉𝑉ℎ
を選ぶ．この関数空間𝑉𝑉ℎは，区分一次要素の所謂

𝑃𝑃1有限要素空間𝑉𝑉1と気泡関数の空間ℬ(𝐾𝐾)により

次を以って構成される． 

𝑉𝑉1 = {𝑢𝑢1 | 𝑢𝑢1 ∈ 𝑃𝑃1(𝐾𝐾), ∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ},       
𝑉𝑉𝑏𝑏 = {𝑢𝑢𝑏𝑏  � 𝑢𝑢𝑏𝑏|𝐾𝐾 = 𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾𝜙𝜙𝐾𝐾 ∈ ℬ(𝐾𝐾), ∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ},
𝑉𝑉ℎ = {𝑢𝑢ℎ | 𝑢𝑢ℎ|𝐾𝐾 = 𝑃𝑃1(𝐾𝐾) ⊕ℬ(𝐾𝐾), ∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ}

(4) 

ここで，𝜙𝜙𝐾𝐾 ∈ ℬ(𝐾𝐾) は要素𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎをコンパクトな

台とする気泡関数である．適合型（confirming）
の気泡関数は要素境界∂𝐾𝐾上でその値がゼロとな

り，要素𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎにおいて区分高次多項式が用いら

れる(9)．なお，気泡関数が定義される自由度上で

の値を𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾とする．そして，カップリングされた変

分問題(2)におけるベクトル・サブスペース𝕃𝕃の近

似に対しては，区分定数のベクトル空間ℝ0
𝑑𝑑を選ぶ． 

ℝ0
𝑑𝑑 = {𝔾𝔾ℎ | 𝔾𝔾ℎ ∈ �𝐿𝐿2(𝐾𝐾)�𝑑𝑑 ,∀∈ 𝒯𝒯ℎ} (5) 

マルチスケール変分問題(2)に対して，気泡関数

要素空間(4)と区分定数ベクトル空間(5)を用いて

近似する．このとき，フルに離散化された近似問

題が次のように得られる (2, 3, 7, 8):  Find 𝑢𝑢ℎ ∈
𝑉𝑉ℎ ,𝔾𝔾ℎ ∈ ℝ0

𝑑𝑑 such that 

�
𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ ,𝑣𝑣ℎ) + (𝜐𝜐add∇𝑢𝑢ℎ ,∇𝑣𝑣ℎ)− (𝜐𝜐𝑎𝑎dd𝔾𝔾ℎ ,∇𝑣𝑣ℎ)

               = (𝑓𝑓,𝑣𝑣ℎ)   ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ
(∇𝑢𝑢ℎ − 𝔾𝔾ℎ ,𝓵𝓵ℎ) = 0           ∀𝓵𝓵ℎ ∈ ℝ0

𝑑𝑑
(6) 

ここで，近似問題(6)の第 2 方程式では，𝔾𝔾ℎ =
ℙℎ∇𝑢𝑢ℎとし，ℙℎを空間∇𝑉𝑉ℎからℝ0

𝑑𝑑への𝐿𝐿2直交射影

とする．さらに，ℙℎ:∇𝑉𝑉ℎ → ℝ0
𝑑𝑑 としてガウス一

点求積法に基づいたものを選ぶ．つまり，  
ℙℎ𝑢𝑢ℎ|𝐾𝐾 = ∇𝑢𝑢ℎ(𝑞𝑞𝑏𝑏𝐾𝐾) (7) 

ここで，𝑞𝑞𝑏𝑏𝐾𝐾は要素𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎの重心点である．このと

き，ℙℎ∇𝑣𝑣ℎ ∈ ℝ0
𝑑𝑑であることから次が得られる．

�(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ,𝓵𝓵ℎ� = �(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ,ℙℎ∇𝑣𝑣ℎ� (8) 

ここで，𝕀𝕀は恒等作用素である． 
式(8)より，区分一次要素では，ℙℎ∇𝑢𝑢1 = ∇𝑢𝑢1と 

ℙℎ∇𝑣𝑣1 = ∇𝑣𝑣1の関係が得られる．さらに，区分一

次関数と気泡関数における直交性(10, 12, 13)により

以下の関係が成り立つ． 

(𝛻𝛻𝑢𝑢1,𝛻𝛻𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾 = −(𝛥𝛥𝑢𝑢1,𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾 = 0,
(𝛻𝛻𝑢𝑢𝑏𝑏 ,𝛻𝛻𝑣𝑣1)𝐾𝐾 = −(𝑢𝑢𝑏𝑏 ,𝛥𝛥𝛥𝛥1)𝐾𝐾 = 0

(9) 

ここで，(⋅, ⋅)𝐾𝐾は要素𝐾𝐾での積分である． 
最終的に，移流拡散方程式(1)に対するカップリ

ングされたマルチスケール変分問題(2)の近似問

題(6)は次の近似問題と等価である: Find 𝑢𝑢ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ 
such that 
𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ , 𝑣𝑣ℎ) + (𝜈𝜈add(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ , (𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑣𝑣ℎ)

                = (𝑓𝑓, 𝑣𝑣ℎ)  ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ 
(10) 

注釈 1． 式(10)において，明らかに(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ
の項は，∇𝑢𝑢ℎに対して微小な変動量である． 式(10)
の左辺第 2項はラプラシアンであり，これはメッ

シュ分割ℎでは解像できないスケールへの安定化

作用を振る舞うものと予測して差し支えない． 

さて，近似問題(10)の左辺第 2 項に焦点を当て

よう．変分問題(2)にて出現したマルチスケール関

数𝜈𝜈addとやらを要素𝐾𝐾においてコンスタントな値

をとるものと仮定しよう．さすれば，次の関係が

得られる． 
(𝜈𝜈add(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ ,∇𝑣𝑣ℎ)                        

= �𝜈𝜈add(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇(𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢𝑏𝑏), (𝕀𝕀 − ℙℎ)∇(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣𝑏𝑏)� 

 = � 𝜈𝜈add((∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,∇𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾 − (ℙℎ∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

 ℙℎ∇𝑣𝑣𝑏𝑏)) (11)
 

つまり，近似問題(10)は次のように書き換えるこ

とができる． 

𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ ,𝑣𝑣ℎ) + � (𝜈𝜈add𝛻𝛻𝑢𝑢𝑏𝑏 ,𝛻𝛻𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾         
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

 

− � (𝜈𝜈addℙℎ∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,ℙℎ∇𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

 

       = (𝑓𝑓,𝑣𝑣ℎ)    ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ       (12)  
ここで，一般的に用いられる気泡関数(9, 10, 13, 14) 
を選ぶ．この古典的な気泡関数は，面積座標ある

いは体積座標λ𝑖𝑖  (𝑖𝑖 = 1,⋯ , 𝑑𝑑 + 1) を用いることで

次式のように表現することができる． 

𝜙𝜙𝐾𝐾 =
1

(𝑑𝑑 + 1)𝑑𝑑+1�𝜆𝜆𝑖𝑖

𝑑𝑑+1

𝑖𝑖=1

(13) 

ここで，𝑖𝑖は要素𝐾𝐾の頂点（ノード）である．さら

に進めれば，近似問題(12)は次式のように VMS
有限要素近似問題へ帰着する． 
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𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ ,𝑣𝑣ℎ) + � 𝜐𝜐add(∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,∇𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾  ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

 (14) 

なぜならば，気泡関数の𝐿𝐿2直交射影により 
ℙℎ∇𝜙𝜙𝐾𝐾 = 0  ∀𝜙𝜙𝐾𝐾 ∈ ℬ(𝐾𝐾) 

が成り立つからである． 
本報で提案したマルチスケール変分法の定式化

により導出された VMS 有限要素近似方程式(14)
は，Guermond (1999) (5)が提唱した所謂古典的

Bubnov-Galerkin 法の近似方程式に，経験に依存

したパラメータ（本報ではこのパラメータをマル

チスケール関数と名付け，この関数の最適解を算

出する方法論を述べている）を係数とする気泡関

数の自由度におけるラプラシアン，つまり人工拡

散（人工粘性）項𝜐𝜐add(∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,∇𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾だけを付加した

近似式と一見するところ同じである(5)．しかしな

がら，Guermond をはじめとするいくつかの研究

(5, 7, 8)においても，マルチスケール関数の十分な理

解と評価には至っていない． 

注釈 2.  気泡関数と一括りに謂っても幾つかの

関数がこれまでに提案されている．気泡関数選び

の候補としては，residual-free bubbles (RFB) (13)

や P-scaled bubble function (14, 15) 等が挙げられ

る．しかしながら，本研究で提案した VMS 有限

要素近似方程式(10)-(12)にはこれらの気泡関数を

適用することができない．なぜなら，これら気泡

関数(13, 14, 15)は三角形要素または四面体要素の重

心点に特異点が存在するからである． 

ここで一旦，VMS の定式化により導出された

近似方程式(10)に戻り，マルチスケール関数𝜐𝜐add
の評価を試みよう．まず，気泡関数の静的縮約

（static condensation）を行う．近似方程式(10)
における近似解𝑢𝑢ℎは次式のように線形和として

表現することができる． 

𝑢𝑢ℎ = 𝑢𝑢1 + � 𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾𝜙𝜙𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

(15) 

ここで，𝑢𝑢1 ∈ 𝑉𝑉1は線形一次要素の近似解, 𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾は気

泡関数の自由度における近似解（気泡関数にかか

る係数），そして，𝜙𝜙𝐾𝐾 ∈ ℬ(𝐾𝐾) は気泡関数(13)で
ある． 
このとき，近似方程式(10)において，重み関数𝑣𝑣ℎ

の任意性により，𝑣𝑣ℎ = 𝜙𝜙𝐾𝐾を選ぶ．さらに，ソー

ス𝑓𝑓と移流速度𝒂𝒂を要素𝐾𝐾内で区分一定と仮定すれ

ば（ゼロ次補間を与えると謂っていいだろう），

気泡関数の自由度における近似解𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾が得られる．  

𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾 =
(1,𝜙𝜙𝐾𝐾)𝐾𝐾

|𝐾𝐾|
(𝑓𝑓, 1)𝐾𝐾 − (𝑎𝑎 ⋅ ∇𝑢𝑢1)𝐾𝐾

𝜈𝜈‖∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2 + 𝜈𝜈add‖(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2
(16) 

ここで，‖ ⋅ ‖𝐾𝐾は𝐿𝐿2(𝐾𝐾)ノルムを示す．式(16)の示

すところ，気泡関数の近似解𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾は陽的に取り出す

ことができる，ということが重要である． 
次に，近似方程式(10)において，はたまた重み

関数𝑣𝑣ℎの任意性により，𝑣𝑣ℎ = 𝑣𝑣1を選べば，静的縮

約により気泡関数の自由度を取り除いた線形一次

要素の𝑃𝑃1有限要素近似方程式が得られる: Find 
𝑢𝑢1 ∈ 𝑉𝑉1 such that 

(𝒂𝒂 ⋅ ∇𝑢𝑢1,𝑣𝑣1) + (ν∇𝑢𝑢1,∇𝑣𝑣1)

+ � 𝜏𝜏𝐾𝐾(𝒂𝒂 ⋅ ∇𝑢𝑢1,𝒂𝒂 ⋅ ∇𝑣𝑣1)𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

 

= (𝑓𝑓, 𝑣𝑣1) + � 𝜏𝜏𝐾𝐾(𝑓𝑓,𝑎𝑎 ⋅ ∇𝑣𝑣1)𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ

  ∀𝑣𝑣1 ∈ 𝑉𝑉1 (17)  

ここで，𝜏𝜏𝐾𝐾は VMS 有限要素近似における安定化

パラメータである． 

𝜏𝜏𝐾𝐾 =
|𝐾𝐾|−1(1,𝜙𝜙𝐾𝐾)2

𝜈𝜈‖∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2 + 𝜈𝜈add‖(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2
  (18)  

ここで，ℎ𝐾𝐾  は要素𝐾𝐾のメッシュサイズである. 

注釈 3.  かの SUPG（streamline-upwind / 
Petrov-Galerkin ）法(16)に代表される安定化法の

アナロジーを沿うことにより，つまり有限要素分

割𝒯𝒯ℎが正則で一様にℎ → 0となる線形一次要素の

空間𝑉𝑉1の範疇では，マルチスケール変分法の定式

化により得られた有限要素近似方程式(17)は空間

𝑉𝑉1において強圧的（coercive）であることを証明

することができる(16)．  

注釈 4.  移流拡散方程式(1)に対し，本研究で提

案した気泡関数要素を用いた VMS 有限要素近似

は，安定化法の観点から線形一次要素を用いた

SUPG 法(16)と等価である．つまり，安定化作用の

効果は移流速度場における上流（風上）型テンソ

ルのラプラシアンにより作用する．よって，式(18)
の安定化パラメータ𝜏𝜏𝐾𝐾の大きさは，気泡関数𝜙𝜙𝐾𝐾の
形状とマルチスケール関数𝜈𝜈addにより決定される． 

一方，SUPG 法の安定化パラメータ(16)には，次
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のものが一般的に用いられる． 

𝜏𝜏SUPG = ��
2‖𝒂𝒂‖𝐾𝐾
ℎ𝐾𝐾

�
2

+ �
4𝜈𝜈
ℎ𝐾𝐾2
�
2

�
−12

. (19) 

なお，近年では SUPG 法の安定化パラメータには

より精緻な安定化作用を与える算出法が提唱され

ているが，ここでの論点から少々逸れるので本報

では割愛する．     
よって，式(18)と(19)をリンクさせれば，マル

チスケール関数の値を決定するためのクライテリ

アが次の様に得られる．  

𝜈𝜈add =
𝜏𝜏SUPG−1 |𝐾𝐾|−1(1,𝜙𝜙𝐾𝐾)2 − 𝜈𝜈‖∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2

‖(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2
(20) 

注釈 5.  古典的な気泡関数(13)を選ぶことによ

り，有限要素近似方程式(12)における気泡関数の

自由度に関する拡散項は，ℙℎ∇𝜙𝜙𝐾𝐾 = 0が自明であ

る故，次のシンプルなものとなる． 

(𝜈𝜈 + 𝜈𝜈add)‖∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2 =
(1,𝜙𝜙𝐾𝐾)2

𝜏𝜏SUPG|𝐾𝐾| (21) 

 
４．おわりに 

本報では，安定化法の観点から，マルチスケー

ル変分法と気泡関数要素を用いた有限要素近似の

関係性を明らかにし，新たにマルチスケール関数

を導入することによって Guermond (1999) (5)が

提唱した Bubnov-Galerkin 法の近似方程式に気

泡関数の自由度上での人工粘性項を付加するだけ

で安定な数値計算結果が得られる理由がようやく

判明した．つまり，Guermond (1999) (5)が使った

人工粘性係数つまり本報で提案したマルチスケー

ル関数が SUPG 法の安定化パラメータとリンク

させることによって，試行錯誤のパラメータでは

なく，最適な風上（上流）型の人工粘性の値を安

定化法の観点から整合性を保持したままこのマル

チスケール関数に反映させることができる．気泡

関数要素を用いた VMS 有限要素近似により得ら

れる定量的な計算精度および安定化効果について

は拙著(11)をご参考いただきたい． 
今後は，本報のアイデアを基軸に，非定常の移

流拡散方程式，波動方程式，浅水長波問題，そし

て弾性体問題等へ適用したい． 
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